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Chương 1

Không gian xác suất

Ngày nay,

1.1 Định nghĩa không gian xác suất

1.1.1 Biến cố ngẫu nhiên và xác suất

Giả sử Ω là một tập khác rỗng nào đó, ta kí hiệu 2Ω tập tất cả

các tập con của Ω bao gồm cả tập rỗng ∅ và Ω. Giả sử A là một

tập con của 2Ω.

Định nghĩa 1.1. A được gọi là một đại số nếu

1. ∅ ∈ A và Ω ∈ A;

2. Nếu A ∈ A thì Ac = Ω\A ∈ A;

3. A đóng đối với phép giao và phép hợp hữu hạn: tức là, với mọi

A1, . . . ,An ∈ A, ta có ∪n
i=1Ai và ∩n

i=1Ai đều thuộc A.

3
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A được gọi là một σ-đại số nếu nó thỏa mãn điều kiện 1, 2 và

4. A đóng đối với phép giao và phép hợp đếm được: tức là, với mọi

dãy Ai, i = 1, 2, . . . các phần tử của A, ta có ∪i≥1Ai và ∩i≥1Ai

đều thuộc A.

Dễ thấy mọi σ-đại số đều là đại số. Tuy nhiên tồn tại các đại

số mà không phải là σ-đại số.

Ví dụ 1.2. Giả sử Ω là một tập gồm vô hạn phần tử và A là họ tất

cả các tập con A của Ω sao cho A hoặc Ω\A chỉ có hữu hạn phần tử.

Khi đó A là đại số nhưng không phải σ-đại số.

Định nghĩa 1.3. Giả sử C ⊂ 2Ω, σ-đại số sinh bởi C, kí hiệu là

σ(C) là σ-đại số bé nhất chứa C.

σ(C) luôn tồn tại vì 2Ω là một σ-đại số và giao của mỗi họ bất

kì các σ-đại số cũng là một σ-đại số.

Ví dụ 1.4. 1. A = {∅,Ω}: σ-đại số tầm thường.

2. Nếu A là một tập con của Ω thì σ(A) = {∅,A,Ac,Ω}.

3. Nếu Ω = Rd thì σ-đại số sinh bởi tất cả các tập mở trên Ω được

gọi là σ-đại số Borel, kí hiệu là B(Rd).

Định lí 1.5. σ-đại số Borel trên Rd sinh bởi các nửa đoạn có dạng∏d
i=1(−∞, ai] với ai ∈ Q với mọi i = 1, . . . d. (Q là tập các số hữu tỉ).
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Chứng minh. �

Định nghĩa 1.6. Nếu A là một σ-đại số trên Ω thì (Ω,A) được gọi

là không gian đo.

Định nghĩa 1.7. Giả sử (Ω,A) là một không gian đo. Ánh xạ P :

A→ [0, 1] được gọi là một độ đo xác suất nếu

(1) P(Ω) = 1:

(2) với mọi dãy gồm đếm được các tập con (Ai) của A và đôi một

không giao nhau (tức là Am ∩ An = ∅) ta có

P
(
∪
∞

i=1 Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai)

Khi đó ta gọi (Ω,F,P) là một không gian xác suất, tập Ω là không

gian mẫu. Mỗi phần tử w ∈ Ω gọi là một biến cố sơ cấp. Mỗi phần

tử A ∈ A gọi là một biến cố và giá trị của P(A) được gọi là xác suất

của biến cố A. Nếu hai biến cố A và B thỏa mãn B ⊂ A thì B được

gọi là thuận lợi cho A. Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc

nếu A ∩ B = ∅ và được gọi là đối lập nếu A = Ω\B.

Tính chất thứ hai được gọi là tính đếm được cộng tính của độ

đo xác suất P. Nếu ánh xạ P : A→ [0, 1] thỏa mãn (1) và

(2’) Với mọi A,B ∈ A thỏa mãn A ∩ B = ∅ ta có

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
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thì ta gọi P là độ đo hữu hạn cộng tính.

Mệnh đề 1.8. Nếu P là độ đo xác suất trên (Ω,A) thì

1. P(∅) = 0;

2. P là hữu hạn cộng tính;

3. P(Ac) = 1 − P(A) vói mọi A ∈ A;

4. Nếu A,B ∈ A và A ⊂ B thì P(A) ≤ P(B);

1.1.2 Tính liên tục của độ đo xác suất*

Tính hữu hạn cộng tính không kéo theo đếm được cộng tính.

Tuy nhiên ta có các khẳng định sau.1

Định lí 1.9. Giả sử A là một σ-đại số và P : A → [0, 1] thỏa mãn

P(Ω) = 1 và là hữu hạn cộng tính. Khi đó các khẳng định sau là

tương đương:

(i) P là đếm được cộng tính;

(ii) Nếu An ∈ A và An ↓ ∅ thì P(An) ↓ 0;

(iii) Nếu An ∈ A và An ↓ A thì P(An) ↓ P(A);

(iv) Nếu An ∈ A và An ↑ Ω thì P(An) ↑ 1;
1Định lí sau nên được bỏ qua ở những lần đọc đầu tiên
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(v) Nếu An ∈ A và An ↑ A thì P(An) ↑ P(A).

Chứng minh. Kí hiệu An ↓ A nghĩa là An+1 ⊂ An với mọi n và

A = ∩nAn. Tương tự An ↑ A nghĩa là An ⊂ An+1 và A ∪n An. Ta

sẽ lần lượt chứng minh

(i)⇔ (v)⇒ (iii)⇒ (ii)⇒ (iv)⇒ (v).

(i) ⇒ (v): Giả sử An ↑ A. Xét dãy biến cố B1 = A1 và Bn =

An+1\An với mọi n ≥ 2. Khi đó (Bn) là dãy biến cố đôi một rời

nhau và A = ∪∞n=1Bn và An = ∪n
k=1Bk. Do đó

P(A) = P(∪k≥1Bk) =

∞∑
k=1

P(Bk).

Vậy nên

P(An) =

n∑
k=1

P(Bk) ↑
∞∑

k=1

P(Bk) = P(A).

(v) ⇒ (i): Giả sử (An)n≥1 là dãy biến cố đôi một xung khắc.

Đặt Bn = ∪n
k=1Ak. Ta có Bn ↑ ∪

∞

k=1Ak. Do đó

P(∪∞k=1Ak) = lim
n→∞
P(Bn) = lim

n→∞

n∑
k=1

P(Ak) =

∞∑
k=1

P(Ak).

(v) ⇒ (iii): Giả sử An ↓ A. Đặt Bn = Ac
n. Vì Bn ↑ Ac nên

P(Bn) ↑ P(Ac). Do đó

P(An) = 1 − P(Bn) ↓ 1 − P(Ac) = P(A).
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(iii)⇒ (ii) là hiển nhiên.

(ii) ⇒ (iv): Giả sử An ↑ Ω, khi đó Ac
n ↓ ∅ nên P(Ac

n) ↓ 0. Do

đó P(An) = 1 − P(Ac
n) ↑ 1.

(iv)⇒ (v): Giả sử An ↑ A. Xét dãy biến cố Bn = An∪Ac. Ta có

Bn ↑ Ω nên P(Bn) ↑ 1. Do đó

P(An) = P(Bn) − P(Ac) ↑ 1 − P(Ac) = P(A).

�

Với mỗi A ∈ 2Ω, ta kí hiệu hàm chỉ tiêu của tập A bởi

IA(w) =


1 nếu w ∈ A,

0 nếu w < A.

Ta nói rằng dãy An ∈ A hội tụ đến A, kí hiệu là An → A nếu

IAn(w)→ IA(w) với mọi w ∈ Ω. Ta cũng sẽ sử dụng các kí hiệu

sau

lim sup
n

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim inf
n

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Do A là σ-đại số nên nếu An ∈ A với mọi n thì lim supn An

và lim infn An cũng thuộc A. Hơn nữa, nếu An → A thì A =

lim infn An = lim supn An nên A ∈ A.
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Định lí 1.10. Giả sử P là độ đo xác suất và dãy biến cố An → A.

Khi đó A ∈ A và limn→∞P(An) = P(A).

Chứng minh. Đặt Bn = ∩k≥nAk và Cn = ∪k≥nAk. Vì Bn ↑ A và Cn ↓

A nên P(A) = limnP(Bn) = limnP(Cn). Mà P(Bn) ≤ P(An) ≤

P(Cn) với mọi n nên limnP(An) = P(A). �

1.2 Xác suất trên không gian trạng thái rời rạc

Trong mục này ta giả sử Ω là tập có hữu hạn hoặc đếm được

phần tử và xét A = 2Ω. Để xác định một độ đo xác suất P trên

(Ω,A) ta chỉ cần xây dựng một ánh xạ p : Ω→ [0, 1] thỏa mãn∑
w∈Ω pw = 1. Khi đó với mỗi A ∈ A, xác suất của biến cố A là

P(A) =
∑
w∈A

pw.

Lưu ý là các tổng trên là hoàn toàn xác định vì mỗi số hạng

đều không âm và số số hạng là không quá đếm được.

Định nghĩa 1.11. Xác suất P trên tập hữu hạn Ω được gọi là đều

nếu pw = P({w}) không phụ thuộc vào w.

Từ định nghĩa trên ta suy ra rằng nếu xác suất P là đều thì
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với mọi tập con A của Ω,

P(A) =
số phần tử của tập A

số phần tử của Ω
.

Ví dụ 1.12. Gieo đồng thời hai con xúc xắc và quan sát số chấm xuất

hiện ở mặt trên của mỗi con. Tập tất cả các kết quả có thể có của phép

thử là

Ω = {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ 6},

trong đó i và j lần lượt là số chấm xuất hiện ở mặt trên con xúc xắc

thứ nhất và thứ hai. Ω gồm 36 biến cố sơ cấp. Nếu hai con xúc xắc là

cân đối và đồng chất thì các biến cố sơ cấp sẽ có cùng khả năng xảy

ra và bằng 1/36. Xét biến cố

A = “xuất hiện hai mặt có cùng số chấm",

Khi đó có tất cả 6 biến cố sơ cấp thuận lợi cho A nên P(A) = 6/36 =

1/6.

Ví dụ 1.13. Trong hộp có 10 bi trắng và 10 bi đỏ. Lấy ra ngẫu nhiên

đồng thời 5 viên bi một cách ngẫu nhiên. Gọi X là số bi trắng trong

5 bi vừa lấy. Ta thấy X có thể nhận các giá trị từ 0 đến 5 và ta muốn

xác định xác suất để X nhận mỗi giá trị này. Ta thấy số cách lấy ra

5 bi từ hộp là C5
20 trong khi đó số cách lấy ra 5 bi mà có k bi trằng là
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Ck
10C5−k

10 . Giả sử các viên bi có cùng khả năng được lấy ra, khi đó

P[X = k] =
Ck

10C5−k
10

C5
20

, k = 0, . . . , 5. (1.1)

Ta gọi X là một biến ngẫu nhiên và phân phối của X được xác định

bởi (1.1).

1.3 Xác suất điều kiện

Trong thực tế người ta thường phải tính xác suất để một sự

kiện nào đó xảy ra dựa trên việc một sự kiện khác có liên quan

đã xảy ra. Ta xét ví dụ đơn giản sau đây: Xét phép thử gieo một

con xúc xắc cân đối và đồng chất. Gọi A là biến cố xuất hiện

mặt chẵn chấm và B là biến cố số chấm xuất hiện chia hết cho

3. Ta có Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 4, 6} và B = {3, 6}. Do vậy

P(A) = 1/2, P(B) = 1/3 và P(AB) = 1/6. Nếu biết rằng B đã

xảy ra, tức là có hai khả năng: mặt xuất hiện là 3 chấm hoặc 6

chấm, thì A xảy ra khi mặt xuất hiện có 6 chấm. Do đó xác suất

của A với điều kiện B đã xảy ra là P(A|B) = 1
2. Ta nhận thấy giá

trị này cũng bằng P(AB)
P(B) . Tương tự ta cũng có xác suất để B xảy

ra biết rằng A đã xảy ra là P(B|A) = 1
3 =

P(AB)
P(A) . Điều này đưa ta

đến định nghĩa sau.
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Định nghĩa 1.14. Giả sử A và B là hai biến cố bất kì, trong đó

P(B) > 0. Khi đó xác suất để biến cố A xảy ra biến rằng biến cố B đã

xảy ra là

P(A|B) =
P(AB)
P(B)

.

Từ định nghĩa xác suất điều kiện ta suy ra công thức nhân

xác suất sau

P(AB) = P(A|B)P(B).

Định nghĩa 1.15. Hệ các biến cố {A1, . . . ,An} được gọi là đầy đủ

nếu nó là một phân hoạch của Ω trong A, tức là

1. Ai ∩ A j = ∅ với mọi i , j;

2. ∪n
i=1Ai = Ω.

Giả sử {A1, . . . ,An} là một hệ đầy đủ các biến cố vớiP(Ai) > 0

với mọi i. Khi đó với biến cố B bất kì ta có P(B) =
∑n

i=1P(BAi).

Áp dụng công thức nhân xác suất ta thu được công thức xác

suất toàn phần sau

P(B) =

n∑
i=1

P(B|Ai)P(Ai).

Từ đây ta cũng thu được công thức Bayes

P(Ak|B) =
P(B|Ak)P(Ak)
P(B)

=
P(B|Ak)P(Ak)∑n
i=1P(B|Ai)P(Ai)

.
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Ví dụ 1.16. Trong hộp có 10 lá thăm, trong đó chỉ có 1 lá trúng

thưởng. Mười người chơi lần lượt lấy ra một cách ngẫu nhiên (không

hoàn lại) từng lá thăm từ hộp cho đến khi có người đầu tiên lấy được

lá thăm trúng thưởng thì dừng lại. Tính xác suất trúng thưởng của

từng người chơi? Có nhận xét gì về kết quả thu được?

Kết quả rút thăm sẽ thay đổi thế nào nếu trong 10 lá thăm có 2 lá

trúng thưởng?

Ví dụ 1.17. Một xét nghiệm HIV cho kết quả dương tính với 90%

các trường hợp thực sự nhiễm virus và cho kết quả âm tính với 80%

các trường hợp thực sự không nhiễm virus. Biết rằng tỉ lệ người

nhiễm HIV trong một cộng đồng nào đó là 1%. Một người trong

cộng đồng đó có kết quả xét nghiệm dương tính. Tính xác suất để

người đó thực sự bị nhiễm virus.

Kết quả trên thay đổi thế nào nếu tỉ lệ người nhiễm HIV trong

cộng đồng là 0.1%.

Giải: Gọi DT và AT lần lượt là biến cố người đó có kết quả xét

nghiệm là dương tính và âm tính. Gọi B và K lần lượt là biến

cố người đó thực sự nhiễm virus và không nhiễm virus. Ta có

P(B) =
1

100
, P(K) =

99
100

, P(DT|B) =
9

10
, P(AT|K) =

8
10
.

Vậy xác suất người đó thực sự bị nhiễm virus với điều kiện kết
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quả xét nghiệm là dương tính là

P(B|DT) =
P(DT|B)P(B)

P(DT|B)P(B) + P(DT|K)P(K)
=

9
10

1
100

9
10

1
100 + 2

10
99

100

=
1

23
.

1.4 Sự độc lập

Định nghĩa 1.18. 1. Hai biến cố A và B được gọi là độc lập với

nhau nếu

P(AB) = P(A)P(B). (1.2)

2. Một họ (có thể vô hạn) các biến cố (Ai)i∈I được gọi là độc lập

từng đôi nếu

P(AiA j) = P(Ai)P(A j) với mọi i , j ∈ I. (1.3)

3. Một họ (có thể vô hạn) các biến cố (Ai)i∈I được gọi là độc lập

trong toàn thể nếu

P(Ai1 . . .Ain) = P(Ai1) . . .P(Ain) (1.4)

với mọi tập con gồm hữu hạn các phần tử phân biệt {i1, . . . , in}

của I.

Ta có thể dễ dàng kiểm chứng được rằng nếu A và B độc lập

thì

P(A|B) = P(A|Bc) = P(A),
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tức là xác suất để A xảy ra không phụ thuộc vào việc B đã xảy

ra hay không.

Định nghĩa 1.19. Dãy n phép thử G1, . . . ,Gn được gọi là độc lập

nếu mọi dãy biến cố (Ai)i≥1, trong đó Ai là kết quả của phép thử

Gi, i = 1, 2, . . . ,n, đều độc lập.

Ví dụ 1.20. Hai bạn An và Bình thi đấu một trận cầu lông gồm 3

hiệp. Ai thắng ít nhất hai hiệp thì thắng chung cuộc. Biết rằng kết

quả của mỗi hiệp chơi đều độc lập với nhau và xác suất để An thắng

mỗi hiệp đều bằng p ∈ (0, 1).

1. Tính xác suất để An thắng chung cuộc.

2. Tính xác suất để An thắng hiệp thứ nhất biết rằng An thắng

chung cuộc.

Giải: Gọi A là biến cố An thắng chung cuộc và Ai là biến cố An

thắng ở hiệp thứ i. Biến cố A xảy ra nếu An thắng 2 trận hoặc

cả 3 trận, tức là

P(A) = P(Ac
1A2A3) + P(A1Ac

2A3) + P(A1A2Ac
3) + P(A1A2A3).

Vì kết quả các hiệp chơi là độc lập với nhau nên A1,A2,A3 là

các biến cố độc lập. Do đó

P(A) =)P(Ac
1)P(A2)P(A3)+P(A1)P(Ac

2)P(A3)+P(A1)P(A2)P(Ac
3)+P(A1)P(A2)P(A3).
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Vì P(Ai) = p với mọi i = 1, 2, 3 nên

P(A) = 3p2(1 − p) + p3 = p2(3 − 2p).

Xác suất để An thắng hiệp thứ nhất biết rằng An thắng chung

cuộc là

P(A1|A) =
P(AA1)
P(A)

=
2p2(1 − p) + p3

p2(3 − 2p)
=

2 − p
3 − 2p

.

Bài tập

Đại số và σ-đại số

1.1. Giả sử Ω là một tập hữu hạn. CMR tập tất cả các tập con của Ω

cũng gồm hữu hạn phần tử và là một σ-đại số.

1.2. Giả sử (E,E) là một không gian đo và f : Ω→ E. Gọi

F = { f−1(A) : A ∈ E}.

CMR F cũng là một σ-đại số trên Ω.

1.3. Giả sử Ω = N là tập các số tự nhiên và A là họ tất cả các tập

con A của Ω sao cho A hoặc Ω\A chỉ có hữu hạn phần tử. CMR A

là đại số nhưng không phải σ-đại số.

1.4. Giả sử Ω = [0, 1) và A là họ các tập con A của Ω sao cho A có

thể biểu diễn dưới dạng hợp của một số hữu hạn các nửa đoạn [a, b)

với 0 ≤ a < b < 1. CMR A là đại số nhưng không phải σ-đại số.
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Không gian xác suất

1.5. Giả sử A,B,C ∈ A. CMR

1. P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).

2. P(A∪B∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(AB)−P(AC)−P(BC)+

P(ABC).

3. |P(A)P(B) − P(AB)| ≤ 1
4.

4. P(A∆B) ≤ P(A∆C) + P(C∆B).

1.6. Giả sử (Gα)α∈I là một họ các σ-đại số trên Ω. Khi đó ∩α∈IGα cũng

là một σ-đại số.

Xác suất điều kiện

1.7. Giả sử P(B) > 0. Khi đó ánh xạ A 7→ P(A|B) từ A→ [0, 1] xác

định một độ đo xác suất mới trên A, gọi là độ đo xác suất với điều

kiện B.

1.8. Giả sử A,B,C ∈ A với P(C) > 0. CMR

P(A ∪ B|C) = P(A|C) + P(B|C) − P(AB|C).

1.9. Giả sử A1, . . . ,An là dãy các biến cố thuộc A thỏa mãnP(A1 . . .An−1) >
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0. Khi đó

P(A1 . . .An) = P(A1)P(A2|A1) . . .P(An|A1 . . .An−1).

1.10. Hộp thứ nhất có 4 bi xanh, 6 bi đỏ. Hộp thứ hai có 3 bi xanh và

7 bi đỏ. Chọn ngẫu nhiên một trong hai hộp rồi từ đó lấy ra 2 viên

bi.

1. Tính xác suất để 2 bi lấy ra cùng có màu đỏ.

2. Biết rằng 2 bi lấy ra cùng có màu đỏ, tính xác suất để cả 2 bi đều

thuộc hộp thứ nhất.

Giải: Gọi Ai, i = 1, 2 là biến cố hộp thứ i được chọn. Gọi B là

biến cố cả 2 bi lấy ra cùng có màu đỏ. Vì hai hộp có cùng khả

năng được chọn nên P(A1) = P(A2) = 1
2. Lại do {A1,A2} lập

thành một hệ đầy đủ nên áp dụng công thức xác suất toàn

phần, ta được

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) =
C2

6

C2
10

1
2

+
C2

7

C2
10

1
2

=
2
5
.

Xác suất để bi lấy ra thuộc hộp thứ nhất với điều kiện cả 2 đều

có màu đỏ là

P(A1|B) =
P(B|A1)P(A1)
P(B)

=
5

12
.



Chương 2

Biến ngẫu nhiên

2.1 Biến ngẫu nhiên trên không gian trạng thái rời rạc

2.1.1 Định nghĩa

Trong tiết này ta lại giả sử Ω là tập không quá đếm được và

A = 2Ω. Một biến ngẫu nhiên X là một ánh xạ từ Ω vào R. Mỗi

bnn là một quan sát về kết quả của phép thử. Phân phối của

bnn X là

PX(A) = P({w : X(w) ∈ A}) = P(X−1(A)) = P[X ∈ A].

Vì Ω có không quá đếm được trạng thái nên tập giá trị của

X cũng là không quá đếm được. Giả sử X nhận các giá trị là

x1, x2, . . .. Khi đó phân phối của X hoàn toàn có thể được xác

19
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định thông qua pX
i = P[X = xi], i ≥ 1 bởi công thức

PX(A) =
∑
xi∈A

P[X = xi] =
∑
xi∈A

pX
i .

Ta cũng có thể viết phân phối của X dưới dạng bảng

x x1 x2 . . . xn . . .

P[X = x] pX
1 pX

2 . . . pX
n . . .

Định nghĩa 2.1. Giả sử X là bnn nhận các giá trị là x1, x2, . . .. Khi

đó, ta gọi kì vọng của bnn X là đại lượng

E[X] :=
∑

i

xiP[X = xi] =
∑

i

xipX
i

nếu tổng trên có nghĩa, tức là khi một trong các trường hợp sau được

thỏa mãn

• Ω có hữu hạn phần tử;

• chuỗi
∑

i |xi|pX
i < ∞;

• xi ≥ 0 với mọi i (trong trường hợp này EX có thể nhận giá trị

+∞.

Nhận xét 1. Nhắc lại là do Ω là rời rạc nên ta có thể gọi pw là xác

suất để biến cố sơ cấp w ∈ Ω xảy ra. Khi đó kì vọng của X được xác

định như sau

E[X] =
∑
w∈Ω

X(w)pw.
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Ta thấy kì vọng E[X] chính là giá trị trung bình (theo trọng số pw)

của các giá trị mà X có thể nhận. Đặc biệt nếu X đồng nhất bằng

hằng số c nào đó thì E[X] = c.

Kí hiệu L1 là không gian tất cả các bnn có kì vọng hữu hạn

trên (Ω,A,P). Ta có các tính chất đơn giản sau

Định lí 2.2. Giả sử X,Y ∈ L1. Ta có các khẳng định sau

1. L1 là một không gian véc tơ và

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y], ∀ a, b ∈ R.

2. Nếu X ≥ 0 thìE[X] ≥ 0. Hơn nữa, nếu X ≥ Y thìE[X] ≥ E[Y].

3. Nếu Z là bị chặn thì Z ∈ L1. Hơn nữa, nếu bnn Z′ thỏa mãn

|Z′| ≤ X thì Z′ ∈ L1.

4. Nếu X = IA là hàm chỉ tiêu của tập A thì E[X] = P(A).

5. Giả sử ϕ : R→ R. Khi đó

E[ϕ(X)] =
∑

i

ϕ(xi)pX
i =

∑
w∈Ω

ϕ(X(w))pw

nếu tổng trên có nghĩa.

Nhận xét 2. Ta thấy nếu E[X2] =
∑

i x2
i pX

i < ∞ thì

E[|X|] =
∑

i

|xi|pX
i ≤

1
2

∑
i

(|xi|
2 + 1)pX

i =
1
2

(E[X2] + 1) < ∞.
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Định nghĩa 2.3. Phương sai của bnn X là

DX = E[(X − E[X])2]

Áp dụng tính chất tuyến tính của kì vọng, ta có

DX = E(X2) − (EX)2,

và do đó

DX =
∑

i

x2
i pX

i −
(∑

i

xipX
i

)2
.

2.1.2 Ví dụ

Phân phối nhị thức B(n, p)

Trong hộp có L bi trắng và M bi vàng. Thực hiện phép thử sau:

lấy ra ngẫu nhiên từ hộp một bi, ghi lại màu của nó rồi trả lại

hộp. Lặp lại phép thử n lần và gọi X là số bi vàng trong n bi đã

được lấy ra đó. Ta sẽ đi tìm phân phối xác suất của bnn X.

Trước hết ta xác định không gian xác suất của phép thử.

Gọi các viên bi trắng là T1,T2, . . . ,TL và các viên bi vàng là

V1, . . . ,VM. Không gian xác suất là

Ω = {(w1, . . . ,wn) : wi ∈ {T1, . . . ,TL,V1, . . . ,VM}, i = 1, . . . ,n}

cùng với độ đo xác suất đều. Ta có số các phần tử của Ω là

(L + M)n. Số lượng phần tử của tập {w ∈ Ω : X(w) = k} bằng
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Ck
nMkLn−k với k = 0, . . . ,n. Do vậy

P[X = k] = Ck
n

( M
M + L

)k( L
M + L

)n−k
, k = 0, . . . ,n.

Đặt p = M
M+L ta có phân phối của X là

P[X = k] = Ck
npk(1 − p)n−k, k = 0, . . . ,n.

Ta gọi phân phối của X là phân phối nhị thức với cỡ n và xác

suất p, kí hiệu là X ∼ B(n, p). Một cách tổng quát, B(n, p) là

phân phối của số lần thành công trong một dãy n phép thử

độc lập liên tiếp, trong đó xác suất thành công của mỗi một

phép thử đều bằng p ∈ [0, 1].

Ta có

EX =

n∑
k=0

kP[X = k] =

n∑
k=0

kCk
npk(1 − p)n−k

= np
n∑

k=1

Ck−1
n−1pk−1(1 − p)n−k = np,

và

E(X2) =

n∑
k=0

k2P[X = k] =

n∑
k=0

k2Ck
npk(1 − p)n−k

= n(n − 1)p2
n∑

k=2

Ck−2
n−2pk−2(1 − p)n−k + np

n∑
k=1

Ck−1
n−1pk−1(1 − p)n−k

= n(n − 1)p2 + np,

vậy nên DX = np(1 − p).
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Phân phối hình học

Thực hiện nhiều lần một dãy các phép thử độc lập cho đến khi

thành công thì dừng lại. Giả sử xác suất thành công ở mỗi lần

thử đều bằng nhau và bằng p. Gọi X là số phép thử trước khi

thành công lần đầu tiên. Bnn X được gọi là có phân phối hình

học với tham số p ∈ [0, 1] và

P[X = n] = p(1 − p)n, n = 0, 1, . . .

Tính toán đơn giản, ta được

EX =
1 − p

p
, DX =

1 − p
p2 .

Phân phối Poisson Poi(λ)

Bnn X được gọi là có phân phối Poisson với tham số λ > 0, kí

hiệu là X ∼ Poi(λ) nếu X nhận giá trị trongN và

P[X = k] =
e−λλk

k!
, k = 0, 1, . . .

Sử dụng khai triển Taylor của hàm ex ta chứng minh được

EX = DX = λ.
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2.2 Biến ngẫu nhiên trên không gian trạng thái tổng quát

2.2.1 Định nghĩa

Giả sử (Ω,A) là không gian đo đã cho và B(R) là σ-đại số Borel

trên R được xác định ở Ví dụ 1.4.

Định nghĩa 2.4. Hàm thực X : Ω→ R được gọi là A-đo được hay

biến ngẫu nhiên nếu

X−1(B) := {w : X(w) ∈ B} ∈ A với mọi B ∈ B(R).

Theo Định lí 1.5 ta có kết quả sau

Định lí 2.5. Giả sử X : Ω→ R. Khi đó các khẳng định sau là tương

đương

1. X là bnn.

2. {w : X(w) ≤ a} ∈ A với mọi a ∈ R.

Chứng minh. Khẳng định (1) ⇒ (2) là hiển nhiên, ta chứng tỏ

(2)⇒ (1). Gọi

C = {B ∈ B(R) : X−1(B) ∈ A}.

Ta có C là một σ-đại số (Tại sao?) và nó chứa tất cả các tập có

dạng (−∞, a] với mọi a ∈ R. Do đó theo Định lí 1.5, C chứa
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B(R). Mà C ⊂ B(R) nên C = B(R). Từ đây suy ra điều phải

chứng minh. �

Ví dụ 2.6. Cho không gian đo (Ω,A). Với mỗi tập B ⊂ Ω ta dễ dàng

kiểm tra được IB là biến ngẫu nhiên khi và chỉ khi B ∈ A. Tổng quát

hơn, nếu xi ∈ R và Ai ∈ A với mọi i thuộc tập không quá đếm được

I nào đó thì X(w) =
∑

i∈I xiIAi(w) cũng là một bnn. Ta gọi X là biến

ngẫu nhiên rời rạc. Khi I chỉ gồm hữu hạn phần tử thì X được gọi

là biến ngẫu nhiên đơn giản.

Định nghĩa 2.7. Hàm ϕ : Rd
→ R được gọi là hàm Borel nếu

ϕ−1(B) ∈ B(Rd) với mọi B ∈ B(R).

Nhận xét 3. Từ định nghĩa trên ta suy ra mọi hàm liên tục đều là

hàm Borel. Do đó các hàm (x, y) 7→ x + y, (x, y) 7→ xy, (x, y) 7→

x/y, (x, y) 7→ x ∨ y, (x, y) 7→ x ∧ y cũng là các hàm Borel. Trong

đó ta kí hiệu x ∨ y = max(x, y), x ∧ y = min(x, y).

Định lí 2.8. Giả sử X1, . . . ,Xd là các bnn cùng xác định trên không

gian đo (Ω,A) vàϕ : Rd
→ R là hàm Borel. Khi đó Y = ϕ(X1, . . . ,Xd)

cũng là một bnn.

Chứng minh. Đặt X(w) = (X1(w), . . . ,Xd(w)) là hàm trên (Ω,A)



CHƯƠNG 2. BIẾN NGẪU NHIÊN 27

và nhận giá trị trong Rd. Với mọi a1, . . . , ad ∈ R ta có

X−1
( d∏

i=1

(−∞, ai]
)

=

d⋂
i=1

{w : Xi(w) ≤ ai} ∈ A.

Áp dụng Định lí 1.5 và lập luận tương tự như trong chứng

minh Định lí 2.5 ta được X−1(B) ∈ A với mọi B ∈ B(Rd). Từ đó

suy ra với mọi C ∈ B(Rd), do B := ϕ−1(C) ∈ B(Rd) nên

Y−1(C) = X−1(ϕ−1(C)) ∈ A,

tức là Y là bnn. �

Từ định lí trên và Nhận xét ta có hệ quả sau.

Hệ quả 2.9. Giả sử X và Y là hai bnn. Khi đó X±Y,XY,X∧Y,X∨

Y, |X|,X+ := X ∨ 0,X− = (−X) ∨ 0 và X/Y (nếu Y , 0) cũng là các

bnn.

Như vậy tập các bnn là đóng kín đối với các phép toán số

học thông thường.

Định lí 2.10. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn. Khi đó các đại lượng

supn Xn, infn Xn, lim supn Xn, lim infn Xn cũng là các bnn nếu chúng

là hữu hạn.

Chứng minh. Ta có supn Xn là bnn vì với mọi x ∈ R,

{w : sup
n

Xn(w) ≤ x} =
∞⋂

n=1

{w : Xn(w) ≤ x} ∈ A.
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Các chứng minh còn lại dành cho bạn đọc. �

Từ Định lí 2.10 ta suy ra rằng nếu dãy bnn Xn hội tụ tới đại

lượng X, tức là Xn(w)→ X(w) với mọi w ∈ Ω, thì X cũng là một

bnn.

2.2.2 Cấu trúc của biến ngẫu nhiên

Định lí 2.11. Giả sử X là bnn xác định trên (Ω,A). Khi đó

1. tồn tại dãy bnn rời rạc hội tụ đều theo w ∈ Ω đến X;

2. nếu X là không âm thì tồn tại dãy bnn đơn giản Yn sao cho

Yn ↑ X.

Chứng minh. Với mỗi n ≥ 1, đặt Xn(w) = k
n nếu k

n ≤ X(w) < k+1
n

với k ∈ Z nào đó. Ta có Xn là bnn rời rạc và |Xn(w) − X(w)| ≤ 1
n

với mọi w ∈ Ω. Do đó dãy (Xn) hội tụ đều theo w đến X.

Giả sử X ≥ 0. Với mỗi n ≥ 1, đặt Yn(w) = k
2n nếu k

2n ≤ X(w) <
k+1
2n với k ∈ {0, 1, . . . ,n2n

−1} nào đó và Yn(w) = 2n nếu X(w) ≥ 2n.

Khi đó (Yn) là dãy biến ngẫu nhiên đơn giản và Yn ↑ X. �

Định nghĩa 2.12. Giả sử X là bnn trên (Ω,A). Ta gọi

σ(X) := {X−1(B) : B ∈ B(R)}

là σ-đại số sinh bởi bnn X.
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Định lí 2.13. Giả sử X là bnn trên (Ω,A) và Y là ánh xạ từ Ω

vào R. Khi đó Y là σ(X)-đo được khi và chỉ khi tồn tại hàm Borel

ϕ : R→ R sao cho Y = ϕ(X).

Về mặt trực giác ta coi σ(X) là lượng thông tin về phép thử

quan sát được từ bnn X và bnn Y là σ(X)-đo được có nghĩa là

từ thông tin quan sát được từ X, ta có thể suy ra được giá trị

của Y.

Chứng minh. Điều kiện đủ là hiển nhiên. Ta chứng minh điều

kiện cần. Trước tiên giả sử Y là bnn rời rạc nhận các giá trị là

y1, y2, . . .. Do Y là σ(X)-đo được nên các tập An = {w : Y(w) =

yn} ∈ σ(X). Theo định nghĩa của σ(X), tồn tại dãy Bn ∈ B(R)

sao cho An = X−1(Bn). Đặt

Cn = Bn\ ∪
n−1
i=1 Bi ∈ B(R), n ≥ 1.

Ta có các tập Cn đôi một rời nhau và X−1(Cn) = An. Xét

ϕ(x) =
∑
n≥1

ynICn(x),

ta có Y = ϕ(X).

Trong trường hợp tổng quát, theo Định lí 2.11 tồn tại dãy

hàm rời rạc Yn là σ(X)-đo được và hội tụ đều đến Y. Vậy nên
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tồn tại các hàm Borel ϕn sao cho Yn = ϕn(X). Kí hiệu

B = {x ∈ R : ∃ lim
n
ϕn(x)}.

Hiển nhiên B ∈ B(R) và B ⊃ X(Ω). Đặt ϕ(x) = limnϕn(x)IB(x).

Ta được Y = limn Yn = limnϕn(X) = ϕ(X). �

2.3 Hàm phân phối của biến ngẫu nhiên

2.3.1 Định nghĩa

Định nghĩa 2.14. Giả sử X là bnn nhận giá trị trên R. Hàm số

FX(x) = P[X < x], x ∈ R,

được gọi là hàm phân phối của bnn X.

Dễ thấy hàm F = FX thỏa mãn:

1. Nếu x ≤ y thì F(y) − F(x) = P[x ≤ X < y];

2. F đơn điệu tăng;

3. F liên tục trái và có giới hạn phải tại mọi điểm;

4. limx→−∞ F(x) = 0, limx→+∞ F(x) = 1.

Ngược lại, với bất kì hàm số F : R → [0, 1] thỏa mãn ba tính

chất trên thì tồn tại một độ đo xác suất µ trên (R,B(R)) sao cho

F(x) = µ((−∞, x)), với mọi x ∈ R (Xem [3], mục 2.5.2).
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Trong tiết trước ta đã làm quen với phân phối của các bnn

rời rạc. Sau đây ta giới thiệu một loại bnn thường gặp khác là

bnn có phân phối liên tục tuyệt đối.

Định nghĩa 2.15. Bnn X được gọi là có phân phối liên tục tuyệt đối

với hàm mật độ fX nếu

FX(a) = P[X < a] =

∫ a

−∞

fX(x)dx, ∀a ∈ R.

Hàm mật độ f = fX thỏa mãn các tính chất sau đây.

1. f (x) ≥ 0 với mọi x ∈ R và
∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

2. P[a < X < b] =
∫ b

a f (x)dx với mọi số thực a < b. Hơn nữa,

với mọi tập Borel A ∈ B(R) ta có

P[X ∈ A] =

∫
A

f (x)dx. (2.1)

Từ tính chất thứ hai suy ra nếu bnn X có phân phối liên tục

tuyệt đối thì P[X = a] = 0 với mọi a ∈ R.

2.3.2 Ví dụ

Sau đây ta liệt kê một số phân phối liên tục tuyệt đối thường

gặp nhất.
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Phân phối đều U[a, b]

Với mỗi cặp số thực a < b. Bnn X được gọi là có phân phối đều

trên đoạn [a, b], kí hiệu là X ∼ U[a, b], nếu X nhận giá trị thuộc

đoạn [a, b] và có hàm mật độ

fX(x) =
1

b − a
I[a,b](x).

Hàm phân phối của X là

FX(x) =


0 nếu x < a,

x−a
b−a nếu a ≤ x ≤ b,

1 nếu x > b.

Phân phối mũ Exp(λ)

Giả sử λ > 0. Bnn X được gọi là có phân phối mũ với tham số λ,

kí hiệu là X ∼ Exp(λ), nếu X nhận giá trị trên tập (0,∞) có hàm

mật độ

fX(x) = λ−1e−x/λI(0,∞)(x).

Hàm phân phối của X là

FX(x) = (1 − λ−1e−x/λ)I(0,∞)(x).
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Phân phối chuẩn N(a, σ2)

Bnn X được gọi là có phân phối chuẩn với tham số a, σ2 (σ > 0),

kí hiệu là X ∼ N(a, σ2), nếu hàm mật độ của nó có dạng

fX(x) =
1

√

2πσ2
e−

(x−a)2

2σ2 , x ∈ R.

Phân phối chuẩn N(0, 1) được gọi là phân phối chuẩn tắc.

Phân phối Gamma G(α, p)

Bnn X được gọi là có phân phối Gamma với tham số α, p (α, p >

0), kí hiệu là X ∼ G(α, p), nếu hàm mật độ của nó có dạng

fX(x) =
αpxp−1e−αx

Γ(p)
I(0,∞)(x),

trong đó Γ(p) =
∫
∞

0
xp−1e−xdx.

Phân phối mũ là trường hợp đặc biệt của phân phối Gamma

khi p = 1. Phân phối G(1
2,

n
2) được gọi là phân phối khi bình

phương với n bậc tự do (viết gọi là χ2(n)).

2.4 Kì vọng của biến ngẫu nhiên

2.4.1 Xây dựng kì vọng

Trước hết ta xây dựng kì vọng của bnn đơn giản.
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Định nghĩa 2.16. Giả sử X là bnn đơn giản có biểu diễn

X =

n∑
i=1

aiIAi (2.2)

với ai ∈ R và Ai ∈ A với mọi i = 1, . . . ,n. Kì vọng của X (hay tích

phân của X đối với độ đo P) là

EX :=
n∑

i=1

aiP(Ai).

Kí hiệu tập các bnn đơn giản là Ls = Ls(Ω,A,P). Dễ thấy

định nghĩa trên không phụ thuộc vào cách chọn biểu diễn (2.2)

Hơn nữa nếu các ai là đôi một khác nhau thìEX :=
∑n

i=1 aiP[X =

ai] và định nghĩa này trùng với Định nghĩa 2.1 cho kì vọng của

bnn xác định trên không gian xác suất rời rạc.

Giả sử X và Y là thuộc Ls. Khi đó ta có thể biểu diễn cả X và

Y ở dạng (2.2) với cùng một phân hoạch {Ai, 1 ≤ i ≤ n} của Ω

trong A. Giả sử

X =

n∑
i=1

aiIAi, và Y =

n∑
i=1

biIAi.

Ta có với mọi α, β ∈ R, αX + βY cũng thuộc Ls và có biểu diễn

αX + βY =

n∑
i=1

(ai + bi)IAi.

Vậy nên E(αX + βY) = αEX + βEY, tức là toán tử kì vọng E có
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tính chất tuyến tính. Mặt khác, E là toán tử không âm vì nếu

X ≤ Y, tức là ai ≤ bi với mọi i = 1, . . . ,n thì ta cũng cóEX ≤ EY.

Tiếp theo ta xây dựng kì vọng của bnn không âm. Với mỗi

bnn không âm X ta đặt

EX = sup{EY : Y đơn giản và 0 ≤ Y ≤ X}. (2.3)

Dễ thấy supremum trên luôn tồn tại và thuộc [0,∞]. Do E là

toán tử không âm trên Ls nên kì vọng theo Định nghĩa 2.3 của

bnn X đơn giản chính bằng kì vọng của X theo Định nghĩa

2.16.

Lưu ý rằng EX ≥ 0 nhưng ta có thể có EX = +∞ mặc dù X

không bao giờ nhận giá trị +∞.

Tiếp theo, ta định nghĩa kì vọng cho bnn bất kì.

Định nghĩa 2.17. 1. Bnn X được gọi là khả tích nếu E(|X|) < ∞.

Khi đó, kì vọng của X là

EX = E(X+) − E(X−). (2.4)

Ta cũng kí hiệu EX =
∫

X(w)dP(w) =
∫

XdP.

2. Nếu hai giá trị E(X+) và E(X−) không đồng thời bằng +∞ thì

kì vọng của X vẫn được xác định bởi công thức (2.4) với lưu ý

rằng +∞ + a = +∞ và −∞ + a = −∞ với mọi a ∈ R.
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Khi X ≥ 0 thì X = X+ và X− = 0 và do đó Định nghĩa 2.4

trùng với Định nghĩa 2.3 cho bnn không âm. Ta kí hiệu L1 =

L1(Ω,A,P) là tập các bnn khả tích.

Bổ đề 2.18. Giả sử X là bnn không âm và (Xn)n≥1 là dãy bnn đơn

giản tăng dần tới X. Khi đó EXn ↑ EX.

Chứng minh. Ta có (EXn)n≥1 là dãy tăng và bị chặn trên bởi EX

do Định nghĩa 2.3 nên (EXn)n≥1 hội tụ tới a ≤ EX. Để chứng tỏ

a = EX ta chỉ cần chỉ ra rằng với mọi bnn đơn giản Y thỏa mãn

0 ≤ Y ≤ X ta đều có EY ≤ a.

Thật vậy, giả sử Y nhận m giá trị khác nhau y1, . . . , ym. Đặt

Ak = {w : Y(w) = yk}. Với mỗi ε ∈ (0, 1], xét dãy bnn Yn,ε =

(1 − ε)YI{(1−ε)Y≤Xn}. Ta có Yn,ε là bnn đơn giản, Yn,ε ≤ Xn nên

EYn,ε ≤ EXn ≤ a với mọi n. (2.5)

Lại do Y ≤ limn Xn nên với mọi w ∈ Ω, tồn tại n = n(w) sao cho

(1 − ε)Y(w) ≤ Xn(w), tức là Ak ∩ {w : (1 − ε)Y(w) ≤ Xn(w)} → Ak

khi n→∞. Theo Định lí 1.10,

EYn,ε = (1 − ε)
m∑

k=1

ykP
(
Ak ∩ [(1 − ε)Y ≤ Xn]

)
→ (1 − ε)

m∑
k=1

ykP(Ak) = (1 − ε)EY, khi n→∞.



CHƯƠNG 2. BIẾN NGẪU NHIÊN 37

Kết hợp với (2.5) ta có (1 − ε)EY ≤ a với mọi ε ∈ (0, 1], tức là

EY ≤ a. �

Định lí 2.19. 1. L1 là không gian véc tơ và kì vọng là kì vọng là

toán tử tuyến tính trên L1, tức là với mọi X,Y ∈ L1 và x, y ∈ R

ta có αX + βY ∈ L1 và

E(αX + βY) = αEX + βEY.

2. Nếu 0 ≤ X ≤ Y và Y ∈ L1 thì X ∈ L1 và EX ≤ EY.

Chứng minh. Phần 2 suy ra trực tiếp từ Định nghĩa 2.3. Để

chứng minh phần 1 trước hết ta có nhận xét rằng nếu X và

Y là hai bnn không âm và α, β ≥ 0 thì theo Định lí 2.11 tồn tại

hai dãy tăng không âm (Xn) và (Yn) trong Ls lần lượt hội tụ

đến X và Y. Khi đó αXn + βYn cũng là các bnn đơn giản, không

âm và hội tụ đến αX + βY. Áp dụng tính chất tuyến tính và

không âm của toán tử kì vọng trên Ls và Bổ đề 2.18 ta được

E(αX + βY) = αEX + βEY.

Bây giờ ta chứng minh Định lí 2.19. Xét hai bnn X,Y ∈ L1

bất kì. Do |αX + βY| ≤ |α||X|+ |β||Y| nên αX + βY ∈ L1. Ta có nếu

α > 0 thì

E(αX) = E((αX)+)−E((αX)−) = E(α(X+))−E(α(X−)) = αE(X+)−αE(X−) = αEX.
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Tương tự khi α < 0 ta cũng có

E(αX) = E((αX)+)−E((αX)−) = E(−α(X−))−E(−α(X+)) = −αE(X−)+αE(X+) = αEX,

tức là

E(αX) = αE(X) với mọi α ∈ R. (2.6)

Mặt khác, đặt Z = X + Y ta có Z+
− Z− = X + Y = X+ +

Y+
− (X− + Y−), suy ra Z+ + X− + Y− = Z− + X+ + Y+. Do vậy

E(Z+) + E(X−) + E(Y−) = E(Z−) + E(X+) + E(Y+), suy ra

EZ = E(Z+)−E(Z−) = E(X+)+E(Y+)−E(X−)−E(Y−) = EX+EY.

Kết hợp với (2.6) ta được

E(αX + βY) = E(αX) + E(βY) = αEX + βEY.

�

Một biến cố A được gọi là xảy ra hầu chắc chắn nếu P(A) = 1.

Do vậy ta nói hai bnn X và Y bằng nhau hầu chắc chắn nếu

P[X = Y] = 1.

Từ Định lí trên ta có hệ quả trực tiếp sau.

Hệ quả 2.20. 1. Nếu Y ∈ L1 và bnn X thỏa mãn |X| ≤ Y thì X ∈

L1.

2. Nếu X ≥ 0 h.c.c và E(X) < ∞ thì X < ∞ h.c.c.
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3. Nếu E(|X|) = 0 thì X = 0 h.c.c.

Chứng minh. 2) Đặt A = {w : X(w) = ∞}. Với mọi n ta có X(w) ≥

X(w)IA(w) ≥ nIA(w) nênE(X) ≥ nP(A) với mọi n. Do đóP(A) ≤
E(X)

n → 0 khi n→∞. Vậy P(A) = 0.

3) Đặt An = {w : |X(w)| ≥ 1/n}. Ta có (An)n≥1 là dãy giảm và

P(X , 0) = limn→∞P(An). Hơn nữa

1
n
IAn(w) ≤ |X(w)|IAn(w) ≤ |X(w)|

nên P(An) ≤ nE|X| = 0 với mọi n. Vậy P(A) = 0 tức là X = 0

h.c.c. �

Định lí 2.21. Nếu hai bnn khả tích X và Y bằng nhau hầu chắc chắn

thì EX = EY.

Chứng minh. Trước hết ta xét trường hợp X và Y đều không

âm. Đặt A = {w : X(w) , Y(w)}. Ta có P(A) = 0. Hơn nữa,

EY = E(YIA + YIAc) = E(YIA) + E(YIAc) = E(YIA) + E(XIAc).

Giả sử (Yn) là dãy bnn đơn giản tăng dần đến Y. Khi đó (YnIA)

cũng là dãy bnn đơn giản tăng dần đến (YIA). Giả sử với mỗi

n ≥ 1, bnn Yn bị chặn bởi Nn thì

0 ≤ E(YnIA) ≤ E(NnIA) = NnP(A) = 0
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với mọi n. Vậy nên E(YIA) = 0. Tương tự E(XIA) = 0. Do đó

EY = EX.

Trong trường hợp tổng quát, từ X = Y hcc ta dễ dàng suy

ra X+ = Y+ và X− = Y− hcc. Do đó ta cũng có EX = E(X+) −

E(X−) = E(Y+) − E(Y−) = EY.

�

Vì sự bằng nhau hcc giữa hai bnn là một quan hệ tương

đương, ta có thể định nghĩa không gian L1 là không gian thương

của L1 với quan hệ tương đương đó. Từ Định lí 2.21 suy ra ta

có thể xác định “kì vọng" của một phần tử của L1 bởi kì vọng

của một bnn bất kì trong lớp tương đương ứng với phần tử

đó. Lại do phép cộng và phép nhân vô hướng của các bnn bảo

toàn tính chất bằng nhau hcc nên L1 là một không gian véc tơ.

Từ nay về sau, nếu không gây nhầm lẫn ta sẽ đồng nhất mỗi

bnn với lớp tương tương chứa nó và ta sẽ viết X ∈ L1 thay cho

X ∈ L1. Tương tự với mọi p ∈ [0,∞), ta kí hiệu Lp là tập hợp

các bnn X thỏa mãn E(|X|p) < ∞ và Lp là không gian thương

của Lp với quan hệ tương đương bằng nhau hcc.
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2.4.2 Định lí giới hạn

Định lí 2.22 (Định lí hội tụ đơn điệu). Giả sử dãy bnn (Xn)n≥1 là

không âm và tăng hcc tới X, khi đó limn→∞EXn = EX (kể cả khi

EX = ∞).

Chứng minh. Với mỗi n gọi (Yn,k)k≥1 là dãy bnn đơn giản tăng tới

Xn và đặt Zk = maxn≤k Yn,k. Khi đó (Zk)k≥1 là dãy không giảm

các bnn đơn giản không âm vậy nên tồn tại Z = limk→∞Zk. Lại

có

Yn,k ≤ Zk ≤ X ∀n ≤ k

nên cho k→∞ ta được

Xn ≤ Z ≤ X hcc.

Tiếp theo cho n→∞ ta được Z = X hcc. Do kì vọng là toán tử

dương, ta có

EYn,k ≤ EZk ≤ EXk ∀n ≤ k.

Cố định n và cho k→∞, theo Bổ đề 2.18 ta được

EXn ≤ EZ ≤ lim
k→∞
EXk.

Lại cho n→∞ ta được

lim
n→∞
EXn ≤ EZ ≤ lim

k→∞
EXk.
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Do biểu thức tận cùng bên trái và phải của công thức trên là

bằng nhau, X = Z hcc, ta được điều phải chứng minh. �

Định lí 2.23 (Bổ đề Fatou). Giả sử dãy bnn (Xn) thỏa mãn Xn ≥ Y

hcc với mọi n và Y ∈ L1 nào đó. Khi đó

E(lim inf
n→∞

Xn) ≤ lim inf
n→∞

EXn.

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh Định lí cho trường hợp

Y = 0. Đặt Yn = infk≥n Xk. Ta có (Yn) là dãy bnn không giảm và

lim
n→∞

Yn = lim inf
n→∞

Xn.

Do Xn ≥ Yn, ta có EXn ≥ EYn. Kết hợp với định lí hội tụ đơn

điệu cho dãy Yn, ta được

lim inf
n→∞

EXn ≥ lim
n→∞
EYn = E( lim

n→∞
Yn) = E(lim inf

n→∞
Xn).

Trường hợp tổng quát suy ra từ việc áp dụng kết quả vừa

chứng minh cho dãy bnn không âm X̂n := Xn − Y. �

Định lí 2.24 (Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue). Giả sử dãy bnn

Xn hội tụ hcc đến bnn X và tồn tại Y ∈ L1 sao cho |Xn| ≤ Y hcc. Khi

đó X,Xn ∈ L1 và

lim
n→∞
E(|Xn − X|) = 0.
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Chứng minh. Vì |X| ≤ Y nên X ∈ L1. Đặt Zn = |Xn−X|. Vì Zn ≥ 0

và −Zn ≥ −2Y, áp dụng Bổ đề Fatou cho Zn và −Zn, ta được

0 = E(lim inf
n→∞

Zn) ≤ lim inf
n→∞

EZn ≤ lim sup
n→∞

EZn = − lim inf
n→∞

E(−Zn) ≤ −E(lim inf
n→∞

(−Zn)) = 0.

Vậy limn→∞EZn = 0 hay limn→∞E(|Xn − X|) = 0. �

2.4.3 Một số bất đẳng thức

Định lí 2.25. 1. (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz) Nếu X,Y ∈ L2

thì XY ∈ L1 và

|E(XY)|2 ≤ E(X2)E(Y2). (2.7)

2. L2
⊂ L1 và nếu X ∈ L2 thì (EX)2

≤ E(X2).

3. L2 là một không gian véc tơ: nếu X,Y ∈ L2 và α, β ∈ R thì

αX + βY ∈ L2.

Chứng minh. NếuE(X2)E(Y2) = 0 thì XY = 0 h.c.c nên |E(XY)|2 =

E(X2)E(Y2) = 0.

Nếu E(X2)E(Y2) , 0, áp dụng bất đẳng thức 2|ab| ≤ a2 + b2

với a = X/
√
E(X2) và b = Y/

√
E(Y2) rồi lấy kì vọng hai vế, ta

được

2E
( XY√
E(X2)E(Y2)

)
≤ E

( X2

E(X2)

)
+ E

( Y2

E(Y2)

)
= 2.
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Từ đó ta được (2.7).

Áp dụng (2.7) cho Y = 1 ta được khẳng định thứ hai. Khẳng

định thứ ba suy ra từ (2.7) và tính tuyến tính của kì vọng. �

Nếu X ∈ L2, ta kí hiệu

DX = E[(X − EX)2].

DX được gọi là phương sai của bnn X. Nó đặc trưng cho độ

phân tán của X xung quanh giá trị trung bình EX. Sử dụng

tính tuyến tính của kì vọng, ta có DX = E(X2) − (EX)2.

Định lí 2.26. 1. (Bất đẳng thức Markov) Giả sử X ∈ L1, khi đó với

mọi a > 0,

P(|X| ≥ a) ≤
E(|X|)

a
.

2. (Bất đẳng thức Chebyshev) Giả sử X ∈ L2, khi đó với mọi a > 0,

P(|X − EX| ≥ a) ≤
DX
a2 .

Chứng minh. 1) Do aI{|X|≥a}(w) ≤ |X(w)|I{|X|≥a}(w) ≤ |X(w)| với

mọi w ∈ Ω. Lấy kì vọng hai vế ta được aP(|X| ≥ a) ≤ E(|X|).

2) Áp dụng Bất đẳng thức Markov, ta có

P(|X − EX| ≥ a) = P(|X − EX|2 ≥ a2) ≤
DX
a2 .

�
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2.4.4 Kì vọng của bnn có phân phối liên tục tuyệt đối

Định lí 2.27. Giả sử bnn X có hàm mật độ f và h : R → R là một

hàm Borel. Khi đó nếu E(|h(X)|) < ∞ hoặc h là không âm thì

E(h(X)) =

∫
h(x) f (x)dx.

Chứng minh. Trước hết ta xét trường hợp h ≥ 0. Khi đó tồn tại

dãy các hàm Borel đơn giản, không âm (hn) tăng dần tới h. Giả

sử hn =
∑kn

i=1 an
i IAn

i
với an

i ∈ R
+ và An

i ∈ B(R) với mọi i. Theo

định lí hội tụ đơn điệu

E(h(X)) = E(lim
n

hn(X)) = lim
n
E(hn(X)) = lim

n

kn∑
i=1

hn(an
i )P[X ∈ An

i ].

Áp dụng tính chất (2.1) và định lí hội tụ đơn điệu, ta được

E(h(X)) = lim
n

kn∑
i=1

hn(an
i )

∫
An

i

f (x)dx = lim
n

∫
f (x)hn(x)dx =

∫
f (x)h(x)dx.

Vậy khi h không âm ta luôn có E(h(X)) =
∫

h(x) f (x)dx.

Trong trường hợp tổng quát, áp dụng kết quả trên cho h+ và

h− ta được điều phải chứng minh. �

Ví dụ 2.28. Giả sử bnn X ∼ Exp(1). Khi đó áp dụng Định lí 2.27

cho h(x) = x và h(x) = x2 ta được

EX =

∫
∞

0
xe−xdx = 1,
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và

EX2 =

∫
∞

0
x2e−xdx = 2.

2.5 Phần tử ngẫu nhiên

2.5.1 Định nghĩa

Tổng quát hóa khái niệm bnn ta có khái niệm phần tử ngẫu

nhiên như sau.

Định nghĩa 2.29. Giả sử (E,E) là một không gian đo. Ánh xạ X :

Ω→ E được gọi là A/E-đo được hay là một phần tử ngẫu nhiên

nếu X−1(B) ∈ A với mọi B ∈ E. Hàm tập

PX(B) = P(X−1(B)), B ∈ E,

được gọi là phân phối xác suất của X trên (E,E).

Nếu (E,E) = (Rd,B(Rd)) thì phần tử ngẫu nhiên X còn được gọi

là véc tơ ngẫu nhiên.

TrongRd ta có thể đưa vào quan hệ thứ tự bộ phận như sau.

Với x = (x1, . . . , xd) và y = (y1, . . . , yd), ta viết x < y nếu xi < yi

với mọi i = 1, . . . , d. Giả sử X = (X1, . . . ,Xd) là véc tơ ngẫu nhiên

d-chiều xác định trên (Ω,A,P). Hàm số

F(x) = P[X < x] = P[X1 < x1, . . . ,Xd < xd], x ∈ Rd,
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được gọi là hàm phân phối của véc tơ ngẫu nhiên X. Dễ dàng

kiểm tra được F có các tính chất sau:

1. 0 ≤ F(x) ≤ 1 với mọi x ∈ Rd.

2. limxk→−∞ F(x) = 0 với mọi k = 1, . . . , d.

3. limx1→+∞,...,xd→+∞ F(x) = 1.

4. Hàm F liên tục trái.

Véc tơ ngẫu nhiên X được gọi là có phân phối liên tục tuyệt đối

với hàm mật độ f : Rd
→ R+ nếu

F(x) =

∫
u<x

f (u)du, với mọi x ∈ Rd.

Từ định nghĩa này ta có ngay

P[X ∈ B] =

∫
B

f (x)dx, với mọi B ∈ B(Rd).

Đặc biệt, ta có

P[X1 ∈ B1] = P[X ∈ B1×R
d−1] =

∫
B1

( ∫
Rd−1

f (x1, . . . , xd)dx2 . . . dxd

)
dx1 với mọi B1 ∈ B(Rd).

Do đó nếu X = (X1, . . . ,Xd) là véc tơ ngẫu nhiên có phân phối

liên tục tuyệt đối với hàm mật độ f thì bnn X1 cũng có phân

phối liên tục tuyệt đối với hàm mật độ là

fX1(x1) =

∫
Rd−1

f (x1, x2, . . . , xd)dx2 . . . dxd, với mọi x1 ∈ R.

(2.8)
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Tương tự như Định lí 2.27, ta có kết quả sau.

Định lí 2.30. Giả sử X = (X1, . . . ,Xd) là véc tơ ngẫu nhiên có phân

phối liên tục tuyệt đối với hàm mật độ f và ϕ : Rd
→ R là hàm đo

được. Khi đó

E[ϕ(X)] =

∫
Rd
ϕ(x) f (x)dx

nếu ϕ không âm hoặc
∫
Rd |ϕ(x)| f (x)dx < ∞.

2.5.2 Ví dụ

Phân phối chuẩn

Giả sử a = (a1, . . . , ad) là véc tơ d-chiều và M = (mi, j)d
i, j=1 là ma

trận vuông cấp d. Giả sử M đối xứng, xác định dương và kí

hiệu A = M−1. Ta nói véc tơ ngẫu nhiên X = (X1, . . . ,Xd) có

phân phối chuẩn N(a,M) nếu mật độ của X có dạng

p(x) =

√
det A

(2π)d/2
exp

{
−

1
2

(x − a)A(x − a)∗
}
,

trong đó (x − a)A(x − a)∗ =
∑

i
∑

j ai j(xi − ai)(x j − a j).

Phân phối đa thức

Véc tơ ngẫu nhiên d-chiều X được gọi là có phân phối đa thức

với tham số n, p1, . . . , pd, kí hiệu là X ∼ MUT(n; p1, . . . , pd), với
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n ∈N∗ và p1, . . . , pd ≥ 0 nếu

P[X1 = k1, . . . ,Xd = kd] =
n!

k1!k2! . . . kd+1!
pk1

1 pk2
2 . . . p

kd+1
d+1 ,

trong đó pd+1 = 1 − (p1 + . . . + pd), 0 ≤ ki ≤ n và kd+1 = n − (k1 +

. . . + kd) ≥ 0.

2.5.3 Phân phối của hàm của véc tơ ngẫu nhiên

Định lí sau là hệ quả trực tiếp của Định lí 2.30 và công thức đổi

biến số Jacobi trong giải tích.

Định lí 2.31. Giả sử véc tơ ngẫu nhiên X = (X1, . . . ,Xd) có mật độ

fX. Giả sử g : Rd
→ Rd là đơn ánh khả vi liên tục với ma trận Jacobi

Jg(x) =

(
∂gi

∂x j
(x)

)
i, j=1,...,d

không suy biến với mọi x ∈ Rd. Khi đó véc tơ ngẫu nhiên Y = g(X)

có mật độ

fY(y) =


fX(g−1(y))|det Jg−1(y)| nếu y ∈ g(Rd)

0 nếu y < g(Rd).

2.6 Biến ngẫu nhiên độc lập

Định nghĩa 2.32. 1. Các σ-đại số con (Ai)i∈I của A được gọi là

độc lập nếu với mọi tập con hữu hạn J của I và với mọi Ai ∈ Ai,
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ta có

P(∩i∈JAi) =
∏
i∈J

P(Ai).

2. Các bnn (Xi)i∈I nhận giá trị trong (Ei,Ei) được gọi là độc lập

nếu các σ-đại số (X−1
i (Ei))i∈I là độc lập.

Một họ các tập con C của Ω được gọi là một π-hệ nếu nó

đóng kín đối với phép toán giao, tức là A ∩ B ∈ C với mọi

A,B ∈ C. Họ các tập con D của Ω được gọi là một λ-hệ nếu

• D đóng đối với phép lấy giới hạn tăng, tức là với mọi dãy

A1 ⊂ A2 ⊂ . . . thuộc D, ta có ∪∞n=1An ∈ D;

• D đóng đối với phép lấy hiệu thực sự, tức là với mọi A,B ∈

D, A ⊂ B thì B\A ∈ D.

Bổ đề 2.33 (Định lí về lớp đơn điệu). Giả sử C,D là hai họ các tập

con của Ω, trong đo C là một π-hệ, Ω ∈ C và D là một λ-hệ chứa C.

Khi đó σ(C) ⊂ D.

Bổ đề 2.34. Giả sử G và F là hai σ-đại số con của A và G1 và F1 là

hai π-hệ thỏa mãn σ(G1) = G và σ(F1) = F. Khi đó G độc lập với F

khi và chỉ khi F1 và G độc lập, tức là

P(F ∩ G) = P(F)P(G), F ∈ F1, G ∈ G1.
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Chứng minh. Giả sử F1 và G1 là độc lập. Cố định F ∈ F1 và xét

σF = {G ∈ G : P(F ∩ G) = P(F)P(G)}.

Dễ dàng kiểm tra được σF là một λ-hệ chứa π-hệ G1. Áp dụng

định lí về lớp đơn điệu ta được σF = G, tức là

P(F ∩ G) = P(F)P(G), F ∈ F1, G ∈ G.

Tiếp theo với mỗi G ∈ G lại xét

σG = {F ∈ F : P(F ∩ G) = P(F)P(G)}.

Ta cũng có σG là λ-hệ chứa π-hệ F1 nên σG = F. Từ đây suy ra

điều phải chứng minh. �

Định lí 2.35. Giả sử X và Y là hai bnn bất kì. Các khẳng định sau

là tương đương.

(i) X độc lập với Y;

(ii) FX,Y(x, y) = FX(x)FY(y) với mọi x, y ∈ R;

(iii) f (X) và g(Y) là độc lập với mọi hàm Borel f , g : R→ R;

(iv) E[ f (X)g(Y)] = E[ f (X)]E[g(Y)] với mọi hàm Borel f , g : R →

R cùng bị chặn hoặc cùng không âm.
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Chứng minh. (i) ⇒ (ii): Giả sử X độc lập với Y, khi đó hai biến

cố {w : X(w) < x} và {w : Y(w) < y} cũng là độc lập với mọi

x, y ∈ R. Từ đây suy ra (ii).

(ii) ⇒ (i): Do tập các biến cố {w : X(w) < x}, x ∈ R, là một

π-hệ sinh ra σ(X) và {w : X(w) < y}, y ∈ R, là một π-hệ sinh ra

σ(Y) nên áp dụng Bổ đề 2.34 ta có X độc lập với Y.

(i) ⇒ (iii): Với mọi A,B ∈ B(R), ta có f−1(A), g−1(B) ∈ B(R)

nên

P( f (X) ∈ A, g(Y) ∈ B) = P(X ∈ f−1(A),Y ∈ g−1(B))

= P(X ∈ f−1(A))P(Y ∈ g−1(B)) = P( f (X) ∈ A)P(g(Y) ∈ B).

Vậy nên f (X) độc lập với g(Y).

(iii)⇒ (i): Ta chỉ cần chọn f (x) = g(x) = x.

(i)⇒ (iv): Do (i) tương đương với (iii) ta chỉ cần chứng tỏ

E(XY) = E(X)E(Y) với mọi bnn khả tích hoặc không âm X và Y.

Trước hết ta giả sử X và Y không âm. Theo Định lí 2.11 tồn tại

dãy bnn đơn giản Xn =
∑kn

i=1 aiIAi tăng đến X và dãy bnn đơn

giản Yn =
∑ln

j=1 b jIB j tăng đến Y với Ai ∈ σ(X) và Bi ∈ σ(Y). Áp



CHƯƠNG 2. BIẾN NGẪU NHIÊN 53

dụng định lí hội tụ đơn điệu, ta có

E(XY) = lim
n→∞
E(XnYn) = lim

n→∞

kn∑
i=1

ln∑
j=1

aib jP(AiB j) = lim
n→∞

kn∑
i=1

ln∑
j=1

aib jP(Ai)P(B j)

= lim
n→∞

( kn∑
i=1

aiP(Ai)
)( ln∑

j=1

b jP(B j)
)

= lim
n→∞
E(Xn)E(Yn) = E(X)E(Y).

Trong trường hợp tổng quát, ta viết X = X+
−X− và Y = Y+

−Y−.

Lại do (iii), ta có X± độc lập với Y±, do đó

E(XY) = E(X+Y+) + E(X−Y−) − E(X+Y−) − E(X−Y+)

= E(X+)E(Y+) + E(X−)E(Y−) − E(X+)E(Y−) − E(X−)E(Y+) = E(X)E(Y).

(iv)⇒ (i): Chọn f = I(−∞,x) và g = I(−∞,y).

(iv)⇒ (v) là hiển nhiên. �

Hệ quả 2.36. Giả sử (X,Y) là véc tơ ngẫu nhiên có phân phối liên

tục tuyệt đối. Khi đó X và Y là độc lập khi và chỉ khi

f(X,Y)(x, y) = fX(x) fY(y), với mọi x, y ∈ R. (2.9)

Ví dụ 2.37. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có phân phối Poisson

với tham số lần lượt là λ và µ (λ, µ > 0). Với mọi số tự nhiên n,

P(X + Y = n) =

n∑
k=0

P(X = k,Y = n − k) =

n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n − k)

=

n∑
k=0

e−λλk

k!
e−muµn−k

(n − k)!
=

e−λ−µ

n!

n∑
k=0

Ck
nλ

kµn−k =
e−λ−µ(λ + µ)n

n!
.
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Vây nên X + Y có phân phối Poisson với tham số λ + µ.

Ví dụ 2.38. a) Giả sử X và Y là hai bnn độc lập với cùng phân

phối chuẩn N(0, 1). Khi đó U = X + Y và V = X − Y cũng là

hai bnn độc lập với cùng phân phối chuẩn N(0, 2). Thật vậy, đặt

g(x, y) = (x + y, x − y) ta có g−1(u, v) = ((u + v)/2, (u − v)/2) và

Jg−1(u, v) =

(
1/2 1/2

1/2 − 1/2

)
.

Áp dụng Định lí 2.31 ta được

f(U,V)(u, v) = f(X,Y)

(u + v
2

,
u − v

2

)∣∣∣∣ det Jg−1(u, v)
∣∣∣∣.

Áp dụng Hệ quả 2.36, ta được

f(U,V)(u, v) =
1
2

fX
(u + v

2

)
fY
(u − v

2

)
=

1
2

e−(u+v)2/8

√
2π

e−(u−v)2/8

√
2π

=
1

4π
e−(u2+v2)/4.

Áp dụng công thức (2.8) ta có mật độ của U là

fU(u) =

∫
R

f(U,V)(u, v)dv =
e−u2/4

√
4π
.

Tương tự mật độ của V là

fV(v) =

∫
R

f(U,V)(u, v)du =
e−v2/4

√
4π
.

Do đó U và V cùng có phân phối chuẩn N(0, 2) và hơn nữa

f(U,V)(u, v) = fU(u) fV(v), với mọi u, v ∈ R,
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vậy nên theo Hệ quả 2.36 X độc lập với Y.

b) Tiếp theo, xét bnn

Z =


X/Y nếu Y , 0

0 nếu Y = 0.

Để tìm phân phối của Z, ta đặt g(x, y) = (x/y, y), ta có g−1(z, t) =

(zt, t) và

Jg−1(z, t) =

(
t z
0 1

)
.

Áp dụng Định lí 2.31 và Hệ quả 2.36 ta được

f(Z,Y)(z, t) = f(X,Y)(zt, t)|t| = |t|
et2(z2+1)/2

2π
.

Do đó, hàm mật độ của Z là

fZ(z) =

∫
R

|t|
et2(z2+1)/2

2π
dt =

1
π(1 + z2)

.

Bnn Z được gọi là có phân phối Cauchy.

c) Xét bnn χ2 = X2 + Y2. Với mọi tập Borel A ∈ B([0,∞)), áp

dụng Định lí 2.30 ta có

P(χ2
∈ A) = E(IA(χ2)) =

∫
R2
IA(x2 + y2) f(X,Y)(x, y)dxdy.

Sử dụng công thức tọa độ cực x = r cosϕ, y = r sinϕ ta được

P(χ2
∈ A) =

∫
∞

0
dr

∫ 2π

0
IA(r2)r

e−r2/2

2π
dϕ =

∫
∞

0
IA(r2)re−r2/2dr =

∫
A

e−z/2

2
dz,
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trong đó đẳng thức cuối cùng có được từ phép đổi biến z = r2. Vậy

χ2 có phân phối mũ với hàm mật độ là

fχ2(z) =


e−z/2

2 nếu z > 0

0 nếu z ≤ 0.

2.7 Hệ số tương quan

Định nghĩa 2.39. Hiệp phương sai của hai bnn X,Y ∈ L2 là

cov(X,Y) = E[(X − EX)(Y − EY)].

Hệ số tương quan của hai bnn X,Y ∈ L2 là

ρ(X,Y) =
cov(X,Y)
√

DXDY
.

Sử dụng tính tuyến tính của kì vọng, ta có

cov(X,Y) = E(XY) − EXEY.

Mặt khác, sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có |cov(X,Y)| ≤
√

DXDY, nên suy ra

|ρ(X,Y)| ≤ 1.

Hệ số tương quan ρ(X,Y) đặc trưng cho độ phụ thuộc (tuyến

tính) của hai bnn X và Y. Nếu ρ(X,Y) ≈ 1 thì X và Y gần như
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tỉ lệ thuận với nhau, trong khi nếu ρ(X,Y) ≈ −1 thì X và Y gần

như tỉ lệ nghịch. Trong trường hợp ρ(X,Y) = 0 ta nói X và Y là

không tương quan. Theo Định lí 2.35 ta có nếu X và Y là hai biến

ngẫu nhiên độc lập thì cov(X,Y) = 0 nên chúng không tương

quan. Điều ngược lại chưa chắc đã đúng.

Ví dụ 2.40. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có cùng phân phối

chuẩn N(0, 1). Đặt Z = XY và T = X − Y. Ta có

cov(Z,T) = E(XY(X − Y)) − E(XY)E(X − Y) = 0,

và

cov(Z,T2) = E(XY(X − Y)2) − E(XY)E((X − Y)2) = −2,

vì E(XY) = EXEY = 0, E(X3Y) = E(X3)EY = 0, E(XY3) =

EXE(Y3) = 0 và E(X2Y2) = E(X2)E(Y2) = 1. Vậy Z và T là hai

bnn không tương quan nhưng không độc lập.

Mệnh đề 2.41. Giả sử (Xn)n≥1 là một dãy các bnn đôi một không

tương quan. Khi đó

D(X1 + . . . + Xn) = D(X1) + . . . + D(Xn).
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Chứng minh. Ta có

D(X1 + . . . + Xn) = E
[(

(X1 − EX1) + . . . (Xn − EXn)
)2]

=

n∑
i=1

E[(Xi − EXi)2] + 2
∑

1≤i< j≤n

E[(Xi − EXi)(X j − EX j)]

=

n∑
i=1

E[(Xi − EXi)2] =

n∑
i=1

D(Xi),

vì E[(Xi − EXi)(X j − EX j)] = E(XiX j) − E(Xi)E(X j) = 0 với mọi

1 ≤ i < j ≤ n. �

Bài tập

Kì vọng của bnn

2.1. Giả sử g : R+
→ R+ là hàm tăng là không âm. CMR

P(|X| ≥ a) ≤
E[g(X)]

g(a)
với mọi a > 0.

2.2. Một cửa hàng bán sữa tươi tại một công viên. Mỗi ngày cửa

hàng nhập về c đơn vị sữa tươi với giá là b > 0 đồng một đơn vị.

Trong ngày cửa hàng bán sữa đó với giá s > b đồng mỗi đơn vị. Cuối

ngày cửa hàng đổ bỏ toàn bộ lượng sữa chưa bán được. Quản lí cửa

hàng biết rằng lượng tiêu thụ sữa mỗi ngày là một đại lượng ngẫu

nhiên không âm khả tích D có phân phối liên tục tuyệt đối với hàm

mật độ f nào đó. Gọi N là lợi nhuận kinh doanh mỗi ngày của cửa
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hàng. Tìm giá trị c của lượng sữa cần nhập mỗi ngày để N có giá trị

trung bình lớn nhất

Giải 2.2: Ta có N = (D ∧ c)s − bc nên

EN = s
∫
∞

0
(x ∧ c) f (x)dx − bc =: N(c).

Vì N′′(c) = −s f (c) < 0, N′(0) = s − b > 0 và N′(+∞) = −b < 0

nên phương trình N′(c) = s
∫
∞

c f (x)dx − b = 0 có nghiệm duy

nhất c∗ = h−1(b/s) ∈ (0,∞) với h(x) =
∫
∞

x f (x)dx và N(c) đạt giá

trị lớn nhất khi c = c∗.

2.3. Cho bnn X. Giả sử ánh xạ x 7→ F(x) = P[X ≤ x] liên tục trên

R. CMR bnn Y = F(X) có phân phối đều trên đoạn [0, 1].



Chương 3

Sự hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên

3.1 Các dạng hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên

Định nghĩa 3.1. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn xác định trên không

gian xác suất (Ω,A,P). Dãy (Xn) được gọi là

• hội tụ hầu chắc chắn đến bnn X, kí hiệu là Xn
h.c.c
−→ X hay

limn Xn = X h.c.c, nếu

P
(
w : lim

n→∞
Xn(w) = X(w)

)
= 1;

• hội tụ theo xác suất đến bnn X, kí hiệu là Xn
P
−→ X, nếu với

mọi ε > 0,

lim
n→∞
P(|Xn − X| > ε) = 0;

• hội tụ theo trung bình bậc p (p > 0) đến bnn X, kí hiệu là

Xn
Lp
−→ X nếu E(|Xn|

p) < ∞ với mọi n, E(|X|p) < ∞ và

lim
n→∞
E(|Xn − X|p) = 0.

60
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Với hai bnn X và Y bất kì, ta kí hiệu

dP(X,Y) = E
[ |X − Y|
|X − Y| + 1

]
.

Mệnh đề sau đặc trưng sự hội tụ theo xác suất thông qua dP.1

Mệnh đề 3.2. Dãy bnn (Xn)n≥1 hội tụ theo xác suất đến bnn X khi

và chỉ khi

lim
n→∞

dP(Xn,X) = 0. (3.1)

Chứng minh. ⇒) Giả sử Xn
P
→ X. Với mọi ε > 0 và w ∈ Ω, do

tính đồng biến của hàm x 7→ x
x+1 trên đoạn [0,∞), ta có

|Xn(w) − X(w)|
|Xn(w) − X(w)| + 1

≤
ε

ε + 1
I{|Xn−X|≤ε}(w) + I{|Xn−X|<ε}(w).

Lấy kì vọng hai vế ta được

dP(Xn,X) ≤
ε

ε + 1
P(|Xn − X| ≤ ε) + P(|Xn − X| > ε).

Do đó

lim sup
n→∞

dP(Xn,X) ≤ ε+lim sup
n→∞

P(|Xn−X| > ε) = ε với mọi ε > 0.

Từ đây suy ra (3.1).

⇐) Ngược lại, giả sử điều kiện (3.1) được thỏa mãn, khi đó,

với mọi ε > 0, theo bất đẳng thức Markov, ta có

P(|Xn−X| ≥ ε) = P
( |Xn − X|
|Xn − X| + 1

≥
ε

ε + 1

)
≤
ε + 1
ε
E
[ |Xn − X|
|Xn − X| + 1

]
→ 0 khi n→∞.

1dP là một metric trên không gian L0.
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�

Mệnh đề sau khẳng định hội tụ theo xác suất yếu hơn hội tụ

hầu chắc chắn và hội tụ theo trung bình.

Mệnh đề 3.3. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn.

1. Nếu Xn
Lp
−→ X thì Xn

P
−→ X với mọi p > 0.

2. Nếu Xn
h.c.c
−→ X thì Xn

P
−→ X.

Chứng minh. 1) Giả sử Xn
Lp
−→ X. Với mọi ε > 0 ta có

P(|Xn−X| ≥ ε) = P(|Xn−X|p ≥ εp) ≤
E[|Xn − X|p

εp → 0 khi n→∞.

2) Giả sử Xn
h.c.c
−→ X. Khi đó |Xn−X|

|Xn−X|+1
h.c.c
−→ 0 và theo định lí hội

tụ bị chặn Lebesgue, dP(Xn,X) → 0. Áp dụng Mệnh đề 3.2 ta

được Xn
P
−→ X. �

Ví dụ 3.4. Xét không gian xác suất (Ω,F,P) với Ω = [0, 1], F =

B([0, 1]) và P là độ đo Lebesgue trên Ω. Với mỗi α > 0 và 1 ≤ k ≤ n,

ta đặt

Xk,n = nαI[k−1
n , kn ].

Khi đó dãy bnn

X1,1, X1,2, X2,2, X1,3, X2,3, X3,3, . . .
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hội tụ theo xác suất đến 0 nhưng lim sup Xk,n = ∞. Hơn nữa, với

mỗi p > 0, E(|Xk,n|
p) = npα−1 nên Xk,n

Lp
→ 0 khi và chỉ khi α ∈

(0, 1/p).

Mặt khác, xét dãy

Yn = 2nI(0,1n ], n ≥ 1.

Rõ ràng Yn
h.c.c
→ 0 nhưng với mọi p > 0,E(|Yn|

p) = 2np

n →∞ khi n→

∞.

Một dãy bnn hội tụ theo xác suất thì chưa chắc đã hội tụ hầu

chắc chắn. Tuy nhiên ta có khẳng định sau.

Mệnh đề 3.5. 1. Giả sử Xn
P
−→ X. Khi đó tồn tại một dãy con

(nk)k≥1 của dãy số tự nhiên sao cho Xnk

h.c.c
−→ X.

2. Ngược lại, giả sử mọi dãy con (nk)k≥1 của dãy số tự nhiên đều

chứa một dãy con khác (mk)k≥1 sao cho Xmk

h.c.c
−→ X thì Xn

P
−→ X.

Chứng minh. 1) Giả sử Xn
P
−→ X, khi đó dP(Xn,X) → 0. Chọn

dãy nk tăng sao cho dP(Xnk,X) < 2−k. Áp dụng Định lí hội tụ

đơn điệu 2.22 ta có

E
[ ∞∑

k=1

|Xnk − X|
|Xnk − X| + 1

]
=

∞∑
k=1

dP(Xnk,X) <
∞∑

k=1

2−k < ∞.

Vậy nên
∑
∞

k=1
|Xnk−X|
|Xnk−X|+1 < ∞ h.c.c. Suy ra

|Xnk−X|
|Xnk−X|+1

h.c.c
→ 0. Điều này

cũng có nghĩa là Xnk

h.c.c
−→ X.
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2) Ngược lại, giả sử mọi dãy con của dãy (Xn)n≥1 đều chứa

một dãy con khác hội tụ hầu chắc chắn đến X. Nếu Xn
P

6→ X

thì tồn tại ε > 0 và dãy con (nk)k≥1 của dãy số tự nhiên sao cho

dP(Xnk,X) > ε. Mặt khác, theo giả thiết tồn tại dãy con (mk)k≥1

của dãy (nk)k≥1 sao cho Xmk

h.c.c
→ X. Theo định lí hội tụ bị chặn,

limk→∞ dP(Xmk,X) = 0. Điều này mâu thuẫn với dP(Xmk,X) > ε

với mọi k. Do đó Xn
P
−→ X. �

Mệnh đề 3.6. Giả sử f : R2
→ R liên tục. Khi đó

1. nếu Xn
h.c.c
−→ X và Yn

h.c.c
−→ Y thì f (Xn,Yn) h.c.c

−→ f (X,Y);

2. nếu Xn
P
−→ X và Yn

P
−→ Y thì f (Xn,Yn) P

−→ f (X,Y).

Chứng minh. 1) Kí hiệu A = {w ∈ Ω : limn→∞Xn(w) = X(w)} ∩

{w ∈ Ω : limn→∞Yn(w) = Y(w)}. Ta có P(A) = 1 và với mọi w ∈

A, do f liên tục nên limn→∞ f (Xn(w),Yn(w)) = f (X(w),Y(w)).

Vậy f (Xn) h.c.c
−→ f (X).

Khẳng định 2) suy ra từ 1) và phần hai của Mệnh đề 3.5. �

3.2 Luật số lớn

Trong tiết này ta sẽ giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn xác định trên

không gian xác suất (Ω,F,P) và kí hiệu Sn = X1 + . . . + Xn.
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3.2.1 Luật yếu số lớn

Định lí 3.7. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn thỏa mãn

lim
n→∞

D(Sn)
n2 = 0.

Khi đó
Sn − ESn

n
P
−→ 0, khi n→∞.

Chứng minh. Với mọi ε > 0, áp dụng bất đẳng thức Chebyshev,

ta có

P
(∣∣∣∣Sn − ESn

n

∣∣∣∣ ≥ ε) ≤ D(Sn)
n2ε2 → 0 khi n→∞.

Từ đây suy ra điều phải chứng minh. �

Sử dụng Mệnh đề 2.41, ta có hệ quả sau.

Hệ quả 3.8. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy các bnn đôi một không tương

quan và thỏa mãn

lim
n→∞

D(X1) + . . . + D(Xn)
n2 = 0.

Khi đó
Sn − ESn

n
P
−→ 0, khi n→∞.

3.2.2 Luật mạnh số lớn

Trước hết ta phát biểu và chứng minh một trường hợp đơn

giản của luật mạnh số lớn.
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Định lí 3.9. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy các bnn đôi một không tương

quan và supn D(X2
n) ≤ σ2 < ∞. Khi đó

lim
n→∞

Sn − ESn

n
= 0 h.c.c và trong L2.

Chứng minh. Trước hết ta giả sử E(Xn) = 0. Đặt Yn = Sn/n. Ta

có E(Yn) = 0 và theo Mệnh đề 2.41 ta có

E(Y2
n) =

1
n2

n∑
i=1

DXi ≤
σ2

n
.

Vậy Yn
L2
→ 0. Hơn nữa

∞∑
n=1

E(Y2
n2) ≤

∞∑
n=1

σ2

n2 < ∞.

Áp dụng Định lí hội tụ đơn điệu 2.22, ta có

E
[ ∞∑

n=1

Y2
n2

]
=

∞∑
n=1

E(Y2
n2) < ∞,

vậy nên chuỗi
∑
∞

n=1 Y2
n2 < ∞ hầu chắc chắn. Từ đây suy ra

Yn2
h.c.c
→ 0. (3.2)

Với mỗi n ∈ N, kí hiệu p(n) là phần nguyên của
√

n. Khi đó,

từ

Yn −
p(n)2

n
Yp(n)2 =

1
n

n∑
j=p(n)2+1

X j,
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ta có

E
[(

Yn−
p(n)2

n
Yp(n)2

)2]
≤

n − p(n)2

n2 σ2
≤

2p(n) + 1
n2 σ2

≤
2
√

n + 1
n2 σ2

≤
3

n3/2
σ2,

vì n ≤ (p(n) + 1)2 và p(n) ≤
√

n. Lập luận tương tự như trên ta

có từ
∞∑

n=1

E
[(

Yn −
p(n)2

n
Yp(n)2

)2]
≤

∞∑
n=1

3
n3/2

σ2 < ∞,

suy ra

Yn −
p(n)2

n
Yp(n)2

h.c.c
→ 0.

Điều này kết hợp với (3.2) và nhận xét p(n)2

n → 1 kéo theo Yn
h.c.c
→

0.

Nếu E(Xn) , 0, ta đặt Zn = Xn −E(Xn). Khi đó (Zn)n≥1 là dãy

các bnn đôi một không tương quan, có kì vọng bằng không và

phương sai bị chặn đều. Do đó

Sn − ESn

n
=

Z1 + . . . + Zn

n
h.c.c
→ 0.

�

Sau đây ta phát biểu (không chứng minh) hai dạng khá tổng

quát của luật mạnh số lớn.

Định lí 3.10. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập, (bn)n≥1 là dãy số
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dương, bn ↑ ∞. Khi đó nếu
∞∑

n=1

DXn

b2
n
< ∞ thì

Sn − E(Sn)
bn

h.c.c
−→ 0.

Định lí 3.11. Nếu (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập, cùng phân phối. Khi

đó
Sn

n
h.c.c
−→ E(X1) khi và chỉ khi E(|X1|) < ∞.

Ví dụ 3.12. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập có cùng phân phối

Bernoulli với P(Xn = 1) = p. Khi đó Sn là số phép thử thành công

trong n phép thử. Theo Định lí 3.11,

Sn

n
h.c.c
−→ E(X1) = p.

Điều này xác minh lại khẳng định xác suất thành công của mỗi phép

thử là p.

Một ứng dụng khá đơn giản nhưng cực kì hiệu của của Luật

mạnh số lớn là phương pháp Monte Carlo.

Ví dụ 3.13. Giả sử f là một hàm đo được trên đoạn [0, 1] và∫ 1

0
| f (x)|dx < ∞. (3.3)

Vì trong phần lớn các ứng dụng thực tế, giá trị của I =
∫ 1

0
f (x)dx

không thể được xác định một cách chính xác bằng các phương pháp
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giải tích nên người ta phải xấp xỉ I bởi các phương pháp số. Khi hàm

f đủ trơn, I có thể được xấp xỉ khá tốt bằng cách lấy trung bình (có

trọng số) của các giá trị của f tại một số điểm cố định. Ví dụ khi f

khả vi liên tục đến cấp 2 thì ta có công thức hình bình hành sau

I ≈
f (tn

0) + 2 f (tn
1) + . . . + 2 f (tn

n−1) + f (tn
n)

2n
,

trong đó tn
i = i

n, i = 0, 1, . . . ,n. Tuy nhiên, khi f không đủ trơn

phương pháp trên thường tỏ ra kém hiệu quả. Thay vào đó, người ta

có thể dùng phương pháp Monte Carlo được phát biểu ở dạng đơn

giản nhất như sau: Gọi (U j) j≥1 là dãy các bnn độc lập có cùng phân

phối đều trên đoạn [0, 1] và đặt In = 1
n

∑n
j=1 f (U j). Do E[| f (U j)|] =∫ 1

0
| f (x)|dx < ∞ nên áp dụng Định lí 3.11, ta có In hội tụ h.c.c đến

E[ f (U1)] = I khi n → ∞. Để đánh giá sai số của ước lượng, ta giả

thiết thêm rằng ∫ 1

0
| f (x)|2dx < ∞. (3.4)

Khi đó, bình phương sai số của ước lượng là

E[(In − I)2] = E[(In − E[In])2] =
1
n

D f (U1) ≤
1
n

∫ 1

0
| f (x)|2dx.

Vì vậy nếu ta có thể sinh ra dãy (U j) j≥1 trên máy tính thì ta sẽ thu

được một ước lượng của I cho hàm f bất kì thỏa mãn điều kiện (3.3).

Dưới điều kiện (3.4), sai số của ước lượng chỉ phụ thuộc vào cỡ mẫu
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n mà không phụ thuộc vào độ trơn của f . Phương pháp Monte Carlo

cũng tỏ ra hiệu quả hơn các phương pháp tất định khi tính các tích

phân bội nhiều lớp. Người ta đã tìm ra rất nhiều các cải tiến của

phương pháp Monte Carlo mô tả ở trên nhằm giảm bình phương sai

số của ước lượng, qua đó tăng độ chính xác và giảm thời gian tính

toán trên máy tính (xem [?]).

Sai số của phương pháp Monte Carlo có thể được phân tích kĩ hơn

dựa trên định lí giới hạn trung tâm được trình bày sau đây.

3.3 Định lí giới hạn trung tâm

3.3.1 Hàm đặc trưng

Định nghĩa 3.14. 1. Hàm đặc trưng của bnn X được xác định là

ánh xạ ϕX : R→ C cho bởi

ϕX(t) = E[eitX] =

∫
R

eitxdFX(x).

2. Hàm đặc trưng của véc tơ ngẫu nhiên X = (X1, . . . ,Xn) là ánh

xạ ϕX : Rd
→ C cho bởi

ϕX(t1, . . . , tn) = E
[

exp
(
i

n∑
j=1

t jX j

)]
.

Định lí 3.15. Với mọi bnn X, ϕX là hàm bị chặn, liên tục và ϕX(0) =

1.
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Chứng minh. Dễ thấy ϕX(0) = 1. Hơn nữa, áp dụng bất đẳng

thức (EX)2
≤ E(X2), ta được

|ϕX(t)| =
√

(E cos tX)2 + (E sin tX)2 ≤

√
E(cos2 tX) + E(sin2 tX) = 1.

Cuối cùng, tính liên tục của ϕX là hệ quả trực tiếp của định lí

hội tụ bị chặn Lebesgue. �

Định lí 3.16. Giả sử bnn X có E(|X|m) < ∞ với số tự nhiên m nào

đó. Khi đó hàm đặc trưng ϕX có đạo hàm liên tục đến cấp m tại mọi

điểm và

ϕ(k)(t) = ikE(XkeitX), (3.5)

E(Xk) =
ϕ(k)(0)

ik
, (3.6)

ϕX(t) =

n∑
k=0

(it)k

k!
E(Xk) +

(it)n

n!
αn(t), (3.7)

trong đó |αn(t)| ≤ 2E(|Xn
|) và αn(t)→ 0 khi t→ 0.

Đảo lại, nếu ϕ(2m)(0) tồn tại và hữu hạn với số nguyên dương m nào

đó thì E(X2m) < ∞.

Chứng minh. Do E(|X|m) < ∞ nên với mọi k = 1, . . . ,m ta có

E(|X|k) < ∞, và do đó

sup
t

∫
|(ix)keitx

|dFX(x) ≤
∫
|x|kdFX(x) < ∞.
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Theo định lí Lebesgue, ta có thể lấy đạo hàm dưới dấu tích

phân để thu được (3.5). (3.6) là hệ quả của (3.5) khi cho t = 0.

Mặt khác, áp dụng khai triển Taylor cho hàm ex tại 0, ta được

E(eitx) = E
( n−1∑

k=0

(itX)k

k!
+

(itX)n

n!
eiθX

)
=

n−1∑
k=0

(it)k

k!
E(Xk) +

(it)n

n!

(
E(Xn) + αn(t)

)
,

trong đó |θ| ≤ 1, αn(t) = E
(
Xn(eitX

− 1)
)
. Ta có |αn(t)| ≤ 2E(|X|n)

và áp dụng định lí hội tụ bị chặn, ta có αn(t) → 0 khi t → 0.

Khẳng định ngược lại được chứng minh bằng qui nạp, độc giả

tham khảo chi tiết tại trang 190–193[3]. �

Ví dụ 3.17. Giả sử X có phân phối Poisson với tham số λ > 0. Ta có

ϕt(X) =

∞∑
k=0

e−λλk

k!
eitk = e−ld(λeit)k

k!
= eλ(eit

−1).

Ví dụ 3.18. Giả sử X có phân phối chuẩn N(0, 1). Khi đó

ϕX(t) =

∫
∞

−∞

eitxe−x2/2

√
2π

dx =

∫
∞

−∞

cos tx
√

2π
e−x2/2dx+

∫
∞

−∞

sin tx
√

2π
e−x2/2dx.

Do hàm x 7→ e−x2/2 sin tx là hàm khả tích và lẻ nên tích phân thứ

hai bằng 0. Theo Định li 3.16 ta có thể đạo hàm hai vế của đẳng thức

trên theo t và thu được

ϕ′X(t) = −

∫
∞

−∞

sin tx
√

2π
xe−x2/2dx.
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Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta được

ϕ′X(t) = −

∫
∞

−∞

cos tx
√

2π
te−x2/2dx = −tϕX(t).

Giải phương trình vi phân
ϕ′X
ϕX

= −t với điều kiện ϕX(0) = 1, ta được

ϕX(t) = e−t2/2.

Nếu X có phân phối chuẩn N(a, σ2) thì

ϕX(t) =
1

√

2πσ2

∫
eitxe−

(x−a)2

2σ2 dx.

Đổi biến y = (x − a)/σ, ta được

ϕX(t) =
eita

√
2π

∫
eitσye−y2/2dy = eita−t2σ2/2.

Định lí 3.19. Hai véc tơ ngẫu nhiên có cùng phân phối khi và chỉ

khi hàm đặc trưng của chúng bằng nhau.

Ví dụ 3.20. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có phân phối Poisson

với tham số lần lượt là µ và λ. Khi đó theo Ví dụ 3.17, X + Y có hàm

đặc trưng là

ϕX+Y(t) = E(eit(X+Y)) = E(eitX)E(eitY) = e(λ+µ)(eit
−1).

Do đó X + Y có phân phối Poisson với tham số µ + λ.

Định lí 3.21. Các bnn X1, . . . ,Xn là độc lập với nhau khi và chỉ khi

ϕ(X1,...,Xn)(t1, . . . , tn) = ϕX1(t1) . . . ϕXn(tn) với mọi (t1, . . . , tn) ∈ Rn.
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Ví dụ 3.22. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có cùng phân phối

chuẩn N(0, 1). Theo Ví dụ 3.18

ϕ(X+Y,X−Y)(t, s) = Eeit(X+Y)+is(X−Y) = Eei(t+s)XEei(t−s)Y = e−t2
−s2
.

Lần lượt cho s và t bằng 0 ở đẳng thức trên, ta được ϕX+Y(t) = e−t2

và ϕX−Y(s) = e−s2. Do đó X + Y và X − Y đều có phân phối chuẩn

N(0, 2). Hơn nữa, chúng là độc lập vì

ϕ(X+Y,X−Y)(t, s) = ϕX+Y(t)ϕX−Y(s) với mọi t, s ∈ R.

3.3.2 Hội tụ yếu

Định nghĩa 3.23. Dãy bnn (Xn) được gọi là hội tụ yếu đến bnn X,

kí hiệu là Xn
w
−→ X, nếu với mọi hàm f : R→ R liên tục và bị chặn,

ta có

lim
n→∞
E[ f (Xn)] = E[ f (X)].

Khi Xn
w
−→ X ta cũng nói phân phối FXn hội tụ yếu đến phân phối

FX và kí hiệu FXn
w
−→ FX.

Lưu ý rằng trong định nghĩa trên ta không cần phải giả thiết

tất cả các bnn (Xn)n≥1 xác định trên cùng một không gian xác

suất. Người ta còn gọi hội tụ yếu là hội tụ theo phân phối (xem

Bài tập 3.21).
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Mệnh đề 3.24. Giả sử (Xn)n≥1 và X là các bnn xác định trên cùng

không gian xác suất (Ω,F,P). Nếu Xn
P
−→ X thì Xn

w
−→ X.

Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử Xn
P
−→

X nhưng Xn
w
6−→ X. Khi đó tồn tại một hàm liên tục bị chặn f ,

hằng số ε > 0 và dãy con (nk)k≥1 của dãy số tự nhiên sao cho

|E( f (Xnk)) − E( f (X))| > ε với mọi k ≥ 1. (3.8)

Theo Mệnh đề 3.5, tồn tại dãy con (mk)k≥1 của dãy (nk)k≥1 sao

cho Xmk

h.c.c
−→ X. Do f liên tục nên f (Xmk)

h.c.c
−→ f (X). Lại do f bị

chặn nên áp dụng định lí hội tụ bị chặn Lebesgue,E( f (Xmk))→

E( f (X)). Điều này mâu thuẫn với (3.8). Vậy ta được điều phải

chứng minh. �

Mệnh đề 3.25. Giả sử (Xn)n≥1 và X là các bnn xác định trên cùng

không gian xác suất (Ω,F,P). Nếu Xn
w
−→ X và X = const h.c.c thì

Xn
P
−→ X.

Chứng minh. Giả sử X ≡ a h.c.c. Xét hàm liên tục và bị chặn

f (x) = |x−a|
|x−a|+1. Do Xn

w
−→ a nên E( f (Xn))→ f (a) = 0. Theo Mệnh

đề 3.2 ta có Xn
P
→ a. �

Định lí sau cho ta một tiêu chuẩn rất hữu hiệu để kiểm tra sự

hội tụ yếu của một dãy bnn. Chứng minh định lí có thể được
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tham khảo trong [3] trang 196-199.

Định lí 3.26. Giả sử (Fn)n≥1 là dãy hàm phân phối xác suất với

(ϕn)n≥1 là dãy hàm đặc trưng tương ứng,

ϕn(t) =

∫
R

eitxdFn(x).

1. Nếu Fn
w
→ F với F là hàm phân phối xác suất nào đó thì (ϕn) hội

tụ điểm đến hàm đặc trưng ϕ của F.

2. Giả sử ϕn(t) → ϕ(t), t ∈ R. Khi đó hai mệnh đề sau là tương

đương

(a) ϕ(t) là hàm đặc trưng và Fn
w
→ F với F là hàm phân phối xác

suất tương ứng với ϕ;

(b) ϕ liên tục tại t = 0.

Ví dụ 3.27. Giả sử với mỗi n ≥ 1, bnn Xn có phân phối chuẩn

N(an, σ2
n) trong đó an → 0 và σ2

n → 1 khi n → ∞. Khi đó dãy bnn

(Xn) hội tụ yếu đến phân phối chuẩn tắc N(0, 1) vì

ϕXn(t) = eitan−σ2
nt2/2
→ e−t2/2.

Ví dụ 3.28 (Luật số lớn). Giả sử (Xk)k≥1 là dãy bnn độc lập cùng

phân phối với kì vọng chung là a hữu hạn. Khi đó

1
n

(X1 + . . . + Xn) P
−→ a.
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Thật vậy, đặt Sn = X1 + . . . + Xn và gọi ϕ là hàm đặc trưng của Xk.

Khi đó

ϕSn/n(t) = ϕSn(t/n) = [ϕ(t/n)]n.

Theo Định lí 3.16,

ϕ(t/n) = 1 +
ita
n

+
t
n
α(t/n),

trong đó α(t)→ 0 khi t→ 0. Do đó

ϕSn/n(t) =
(
1 +

ita
n

+
t
n
α(t/n)

)n
→ eita

khi n → ∞. Lưu ý rằng nếu bnn X ≡ a thì hàm đặc trưng của X là

ϕX(t) = eita. Do vậy, S/n w
→ a. Áp dụng Mệnh đề 3.25 ta được điều

phải chứng minh.

3.3.3 Định lí giới hạn trung tâm

Định lí 3.29. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và cùng phân phối

với E(Xn) = µ và DXn = σ2
∈ (0,∞). Đặt Sn = X1 + . . . + Xn. Khi

đó dãy bnn Yn =
Sn−nµ
σ
√

n
hội tụ theo phân phối tới bnn Y có phân phối

chuẩn N(0, 1).

Chứng minh. Gọi ϕ là hàm đặc trưng của bnn Xn−µ. Do (Xn)n≥1

là dãy bnn có cùng phân phối nên ϕ không phụ thuộc vào n.



CHƯƠNG 3. SỰ HỘI TỤ CỦA DÃY BIẾN NGẪU NHIÊN 78

Do các bnn (X j) j≥1 là độc lập nên

ϕYn(t) = E exp
(
it

n∑
j=1

X j − µ

σ
√

n

)
=

n∏
j=1

E exp
(
it

X j − µ

σ
√

n

)
=

(
ϕ
( t
σ
√

n

))n
.

Do E(X j − µ) = 0 và E((X j − µ)2) = σ2 nên theo Định lí 3.16, ϕ

có đạo hàm cấp hai liên tục và hơn nữa

ϕ(t) = 1 −
σ2t2

2
+ t2α(t),

trong đó α(t) → 0 khi t → 0. Do đó sử dụng khai triển ln(1 +

x) = x + o(x) khi x→ 0, ta được

lnϕYn(t) = n ln
(
1 −

t2

2n
+

t2

nσ2α
( t
σ
√

n

))
→ −

t2

2
,

tức là ϕYn(t)→ e−t2/2 khi n→ ∞. Áp dụng Định lí 3.26 ta được

điều phải chứng minh. �

Ví dụ 3.30. Giả sử (X j) j≥1 là dãy bnn độc lập cùng phân phối với

P(X j = 1) = p và P(X j = 0) = 1 − p với p ∈ (0, 1). Ta có µ =

E(X j) = p và σ2 = DX j = p(1 − p). Theo Luật mạnh số lớn, ta có

Sn

n
h.c.c
−→ p,

và theo Định lí Giới hạn trung tâm 3.29, ta có

Sn − np√
np(1 − p)

w
−→ Z ∼ N(0, 1).
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Trong thực tế ta thường quan tâm đến bài toán: cho trước sai số ε > 0

và độ tin cậy 1 − α, tìm cỡ mẫu n sao cho

P
(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ < ε) ≥ 1 − α.

• Theo bất đẳng thức Chebyshev

P
(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ < ε) ≥ 1 −
p(1 − p)

nε2 ≥ 1 −
1

4nε2 ,

nên cần chọn n = nC = [(4ε−2α)−1] + 1.

• Theo Định lí giới hạn trung tâm thì

P
(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ < ε) ∼ Φ
(ε√n
√

pq

)
−Φ

(
−
ε
√

n
√

pq

)
≥ 2Φ(2ε

√
n) − 1.

với Φ(x) =
∫ x

−∞

e−t2/2
√

2π
dt. Do đó cần chọn n = nCLT = [x2

α/(4ε2)]+

1, trong đó xα thỏa mãn Φ(xα) = 1 − α
2 .

Ví dụ, để ε = 0.02 và 1−α = 0.95 thì ta cần chọn nC = 12500 trong

khi nCLT = 2500.

Để xác định được tốc độ hội tụ của FYn tới phân phối chuẩn,

người ta sử dụng bất đẳng thức Berry-Esseen: Giả sửE(|X1|
3) <

∞ thì

sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣FYn(x) −
∫ x

−∞

e−t2/2

√
2π

dt
∣∣∣∣ ≤ KBE

E(|X1 − EX1|
3)

σ3
√

n
, (3.9)

trong đó KBE là hằng số thuộc khoảng (
√

10+3
6
√

2π
, 0.4748) (xem [2]).
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Định lí giới hạn trung tâm vẫn còn đúng nếu ta thay giả thiết

độc lập và cùng phân phối của dãy bnn (Xn)n≥1 bởi các giả thiết

yếu hơn. Sau đây ta phát biểu định lí giới hạn trung tâm của

Lindeberg. Chứng minh của định lí được trình bày trong [3],

trang 221-225.

Định lí 3.31. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập có kì vọng và phương

sai hữu hạn. Đặt Sn = X1 + . . . + Xn, B2
n = DX1 + . . . + DXn. Khi

đó nếu

Ln(ε) :=
1

B2
n

n∑
k=1

E
(
(Xk−EXk)2I{|Xk−EXk|>εBn}

)
→ 0, ∀ε > 0, (3.10)

thì S∗n = Sn−ESn
Bn

hội tụ theo phân phối đến bnn Y có phân phối chuẩn

tắc.

Bài tập

3.1. CMR dP là một metric trên không gian L0, tức là

1. d(X,Y) ≥ 0 và d(X,Y) = 0 khi và chỉ khi X = Y hầu chắc chắn;

2. d(X,Y) = d(Y,X);

3. d(X,Y) ≤ d(X,Z) + d(Z,Y);

với mọi bnn X,Y,Z.
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3.2. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn thỏa mãn d(Xm,Xn)→ 0 khi m,n→

∞. CMR tồn tại bnn Y sao cho Xn → Y theo xác suất.

3.3. CMR dãy bnn (Xn)n≥1 hội tụ theo xác suất đến bnn X khi và chỉ

khi

lim
n→∞
E(|Xn − X| ∧ 1) = 0.

3.4 (Xấp xỉ đa thức). Giả sử f là hàm thực xác định và liên tục trên

đoạn [0, 1]. Với mỗi n ∈N, đặt

fn(x) =

n∑
m=0

Cm
n xm(1 − x)n−m f (m/n).

Chứng minh rằng

sup
x∈[0,1]

| fn(x) − f (x)| → 0.

3.5. Trong hộp có n viên bi được đánh số từ 1 đến n. Một người lấy

ra ngẫu nhiên một viên bi từ hộp, xem số rồi trả lại hộp. Quá trình

trên được lặp lại cho đến khi người đó xem được số của tất cả n viên

bi trong hộp. Gọi Tn là số lần lấy bi đã thực hiện. Chứng minh rằng

Tn

n ln n
P
−→ 1.

3.6. Cho 2n quả bóng một cách ngẫu nhiên vào n cái hộp (mỗi hộp có

thể chứa từ 0 đến 2n bóng). Gọi Nn là số các hộp không chứa bóng

nào. CMR
Nn

n
P
−→ e−2.
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3.7. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và có cùng phân phối

P[Xi = (−1)kk] =
C

k2 ln k
, k ≥ 2,

trong đó C−1 =
∑
∞

k=2
1

k2 ln k. CMR E[|X1|] = ∞ nhưng tồn tại hằng

số hữu hạn µ sao cho Sn
n
P
→ µ.

3.8. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và có cùng phân phối với

P[Xi > x] = e
x ln x khi x ≥ 2. CMR E[Xi] = ∞ và tồn tại dãy hằng số

µn →∞ sao cho
Sn

n
− µn

P
−→ 0.

3.9. Đặt pk = 1/2kk(k + 1) với k = 1, 2, . . . và p0 = 1 −
∑

k≥1 pk. Xét

(Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập có cùng phân phối với

P[Xi = −1] = p0, P[Xi = 2k
− 1] = pk, ∀k ≥ 1.

Đặt Sn = X1 + . . . + Xn. CMR

Sn

n/ log2 n
P
−→ −1.

3.10 (Bổ đề Borel-Cantelli). 1) Giả sử (An)n≥1 là dãy biến cố thỏa

mãn
∑

nP(An) < ∞. Khi đó

P
(
∩
∞

n=1 ∪
∞

k=nAk

)
= 0.

2) Giả sử (An)n≥1 là dãy biến cố độc lập thỏa mãn
∑

nP(An) = ∞.

Khi đó

P
(
∩
∞

n=1 ∪
∞

k=nAk

)
= 1.
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3.11. Giả sử không gian xác suất (Ω,A,P) = ([0, 1],B([0, 1]), λ)

với λ là độ đo Lebesgue. Đặt An = [0; 1
n). CMR

∑
P(An) = ∞ và

P
(
∩
∞

n=1 ∪
∞

k=nAk

)
= 0.

3.12. Giả sử (An) là dãy bnn độc lập thỏa mãn P(An) < 1 với mọi n.

CMR nếu P(∪An) = 1 thì P(lim sup An) = 1.

3.13. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập. CMR supn Xn < ∞ khi và

chỉ khi
∑

n≥1P[Xn > A] < ∞ với số thực A nào đó.

3.14. Giả sử (Yn)n≥1 là dãy bnn độc lập và cùng phân phối. Tìm điều

kiện cần và đủ để

1. Yn/n hội tụ h.c.c đến 0;

2. (max m ≤ nYm)/n hội tụ h.c.c đến 0;

3. (max m ≤ nYm)/n hội tụ theo xác suất đến 0;

4. Yn/n hội tụ theo xác suất đến 0;

3.15. Giả sử (Ω,A,P) là không gian xác suất rời rạc. CMR dãy bnn

Xn hội tụ h.c.c khi và chỉ khi nó hội tụ theo xác suất.

3.16. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập có cùng phân phối Cauchy

với hàm mật độ

f (x) =
1

π(1 + x2)
.
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Chứng minh rằng Sn/n có cùng phân phối với X1 với mọi n. Tức là

dãy (Xn) không tuân theo luật số lớn.

3.17. Giả sử (An)n≥1 là dãy biến cố độc lập từng đôi và
∑
∞

n=1P(An) =

∞. CMR ∑n
m=1 IAm∑n

m=1P(Am)
h.c.c
→ 1.

Giải 3.17: Đặt Xm = IAm và đặt Sn = X1 + . . . + Xn. Do Am

là đôi một độc lập nên các Xm cũng là đôi một không tương

quan, vậy nên

DSn =

n∑
i=1

DXi ≤

n∑
i=1

E[Xi] = E[Sn].

Áp dụng BĐT Chebyshev, ta có

P[|Sn−ESn| > δESn] ≤
DSn

δ2(E[Sn])2 ≤
1

δ2E[Sn]
=

1
δ2

∑n
i=1P(Ai)

→ 0.

Vậy nên Sn
E[Sn] → 1 theo xác suất. Để chứng minh hội tụ hầu

chắc chắn ta đặt nk = inf{n : E[Sn] ≥ k2
} và Tk = Snk. Vì E[Xm] ≤

1 nên k2
≤ E[Tk] ≤ k2 + 1. Hơn nữa, vì

∞∑
k=1

P[|Tk − ETk] ≥ δETk] ≤
∞∑

k=1

1
δ2k2 < ∞,

nên Tk/E[Tk]→ 1 h.c.c. Lại do

Tk

E[Tk+1]
≤

Sn

E[Sn]
≤

Tk+1

E[Tk]
,
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hầu chắc chắn với mọi nk ≤ n < nk+1 nên suy ra điều phải

chứng minh.

3.18. Cho (Xn)n≥1 là dãy bnn thỏa mãn 0 ≤ X1 ≤ X2 . . . và E[Xn] ∼

anα và DXn ≤ bnβ với a, b, α > 0 và 2α > β. CMR Xn/nα → a h.c.c.

3.19. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và Xn có phân phối Poisson

với E[Xn] = λn. Đặt Sn = X1 + . . . + Xn. CMR nếu
∑

n λn = ∞ thì

Sn/E[Sn]→ 1 h.c.c.

3.20. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và có cùng phân phối F liên

tục trên R. Đặt

Ak = {Xk > sup
j<k

X j}.

a) CMR (Ak)k≥2 là các biến cố độc lập và tính xác suất của chúng.

b) Đặt Rn =
∑n

m=1 IAm. CMR Rn/ ln n→ 1 h.c.c.

3.21. Giả sử (Xn)n≥1 và X là các bnn có hàm phân phối lần lượt là

(Fn)n≥1 và F.

1. Nếu Xn
w
−→ X thì limn→∞ Fn(x) = F(x) với mọi x thuộc tập con

trù mật D của R xác định bởi

D = {x ∈ R : F(x+) = F(x)}.

2. Nếu limn→∞ Fn(x) = F(x) với mọi x thuộc một tập con trù mật

nào đó của R thì Xn
w
−→ X.
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Bảng giá trị hàm phân phối chuẩn Φ(z) =
∫ z

−∞

e−x2/2
√

2π
dx

z 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.5 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.5279 0.53188 0.53586

0.1 0.5398 0.5438 0.54776 0.55172 0.55567 0.55966 0.5636 0.56749 0.57142 0.57535

0.2 0.5793 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409

0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.6293 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173

0.4 0.65542 0.6591 0.66276 0.6664 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793

0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.7054 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.7224

0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.7549

0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.7673 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.7823 0.78524

0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327

0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

1 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214

1.1 0.86433 0.8665 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.879 0.881 0.88298

1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147

1.3 0.9032 0.9049 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774

1.4 0.91924 0.92073 0.9222 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189

1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408

1.6 0.9452 0.9463 0.94738 0.94845 0.9495 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449

1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.9608 0.96164 0.96246 0.96327

1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062

1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.9732 0.97381 0.97441 0.975 0.97558 0.97615 0.9767

2 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.9803 0.98077 0.98124 0.98169

2.1 0.98214 0.98257 0.983 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.985 0.98537 0.98574

2.2 0.9861 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.9884 0.9887 0.98899

2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.9901 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158

2.4 0.9918 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361

2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.9943 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.9952

2.6 0.99534 0.99547 0.9956 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643

2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.9972 0.99728 0.99736

2.8 0.99744 0.99752 0.9976 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807

2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861

3 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.999
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Bảng giá trị hàm phân phối Student
1 phía 75% 80% 85% 90% 95% 97.5% 99% 99.5% 99.75% 99.9% 99.95%

2 phía 50% 60% 70% 80% 90% 95% 98% 99% 99.5% 99.8% 99.9%

1 1 1.376 1.963 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 127.3 318.3 636.6

2 0.816 1.08 1.386 1.886 2.92 4.303 6.965 9.925 14.09 22.33 31.6

3 0.765 0.978 1.25 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.21 12.92

4 0.741 0.941 1.19 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.61

5 0.727 0.92 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869

6 0.718 0.906 1.134 1.44 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 5.959

7 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408

8 0.706 0.889 1.108 1.397 1.86 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041

9 0.703 0.883 1.1 1.383 1.833 2.262 2.821 3.25 3.69 4.297 4.781

10 0.7 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587

11 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437

12 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.93 4.318

13 0.694 0.87 1.079 1.35 1.771 2.16 2.65 3.012 3.372 3.852 4.221

14 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 4.14

15 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073

16 0.69 0.865 1.071 1.337 1.746 2.12 2.583 2.921 3.252 3.686 4.015

17 0.689 0.863 1.069 1.333 1.74 2.11 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965

18 0.688 0.862 1.067 1.33 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.61 3.922

19 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883

20 0.687 0.86 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.85

21 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.08 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819

22 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792

23 0.685 0.858 1.06 1.319 1.714 2.069 2.5 2.807 3.104 3.485 3.767

24 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 3.745

25 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.06 2.485 2.787 3.078 3.45 3.725

26 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707

27 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 3.69

28 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674

29 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659

30 0.683 0.854 1.055 1.31 1.697 2.042 2.457 2.75 3.03 3.385 3.646

40 0.681 0.851 1.05 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3.551

50 0.679 0.849 1.047 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 2.937 3.261 3.496

60 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2 2.39 2.66 2.915 3.232 3.46

80 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.99 2.374 2.639 2.887 3.195 3.416

100 0.677 0.845 1.042 1.29 1.66 1.984 2.364 2.626 2.871 3.174 3.39

120 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.98 2.358 2.617 2.86 3.16 3.373

∞ 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.96 2.326 2.576 2.807 3.09 3.291
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Bảng giá trị phân phối khi bình phương P[χ2
n > x] = α
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n\α 0.995 0.975 0.2 0.1 0.05 0.025 0.02 0.01 0.005 0.002 0.001

1 0.00004 0.001 1.642 2.706 3.841 5.024 5.412 6.635 7.879 9.55 10.828

2 0.01 0.0506 3.219 4.605 5.991 7.378 7.824 9.21 10.597 12.429 13.816

3 0.0717 0.216 4.642 6.251 7.815 9.348 9.837 11.345 12.838 14.796 16.266

4 0.207 0.484 5.989 7.779 9.488 11.143 11.668 13.277 14.86 16.924 18.467

5 0.412 0.831 7.289 9.236 11.07 12.833 13.388 15.086 16.75 18.907 20.515

6 0.676 1.237 8.558 10.645 12.592 14.449 15.033 16.812 18.548 20.791 22.458

7 0.989 1.69 9.803 12.017 14.067 16.013 16.622 18.475 20.278 22.601 24.322

8 1.344 2.18 11.03 13.362 15.507 17.535 18.168 20.09 21.955 24.352 26.124

9 1.735 2.7 12.242 14.684 16.919 19.023 19.679 21.666 23.589 26.056 27.877

10 2.156 3.247 13.442 15.987 18.307 20.483 21.161 23.209 25.188 27.722 29.588

11 2.603 3.816 14.631 17.275 19.675 21.92 22.618 24.725 26.757 29.354 31.264

12 3.074 4.404 15.812 18.549 21.026 23.337 24.054 26.217 28.3 30.957 32.909

13 3.565 5.009 16.985 19.812 22.362 24.736 25.472 27.688 29.819 32.535 34.528

14 4.075 5.629 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29.141 31.319 34.091 36.123

15 4.601 6.262 19.311 22.307 24.996 27.488 28.259 30.578 32.801 35.628 37.697

16 5.142 6.908 20.465 23.542 26.296 28.845 29.633 32 34.267 37.146 39.252

17 5.697 7.564 21.615 24.769 27.587 30.191 30.995 33.409 35.718 38.648 40.79

18 6.265 8.231 22.76 25.989 28.869 31.526 32.346 34.805 37.156 40.136 42.312

19 6.844 8.907 23.9 27.204 30.144 32.852 33.687 36.191 38.582 41.61 43.82

20 7.434 9.591 25.038 28.412 31.41 34.17 35.02 37.566 39.997 43.072 45.315

21 8.034 10.283 26.171 29.615 32.671 35.479 36.343 38.932 41.401 44.522 46.797

22 8.643 10.982 27.301 30.813 33.924 36.781 37.659 40.289 42.796 45.962 48.268

23 9.26 11.689 28.429 32.007 35.172 38.076 38.968 41.638 44.181 47.391 49.728

24 9.886 12.401 29.553 33.196 36.415 39.364 40.27 42.98 45.559 48.812 51.179

25 10.52 13.12 30.675 34.382 37.652 40.646 41.566 44.314 46.928 50.223 52.62

26 11.16 13.844 31.795 35.563 38.885 41.923 42.856 45.642 48.29 51.627 54.052

27 11.808 14.573 32.912 36.741 40.113 43.195 44.14 46.963 49.645 53.023 55.476

28 12.461 15.308 34.027 37.916 41.337 44.461 45.419 48.278 50.993 54.411 56.892

29 13.121 16.047 35.139 39.087 42.557 45.722 46.693 49.588 52.336 55.792 58.301

30 13.787 16.791 36.25 40.256 43.773 46.979 47.962 50.892 53.672 57.167 59.703
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